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Вопросы структурообразования в физических, 
технических, информационных системах, связан-
ные с возникновением на основе микроскопи-
ческой динамики макроскопических кластеров 
с существенно обособленным поведением, восхо-
дят к классическим исследованиям по фазовым 
переходам, ударным волнам, явлениям самоор-
ганизации с образованием порядка в неупорядо-
ченных системах [1–5]. Типичным способом вы-
деления “структур” служит возникновение про-
странственно-временных областей, в которых 
макроскопические параметры состояния систе-
мы приобретают сингулярности, a’priori не вклю-
ченные в язык описания системы. Таким образом, 
имеет место неполнота языка математической мо-
дели, приводящая к понятиям обобщённых реше-
ний и требующая уточнения постановки исход-
ной задачи. По существу это зачастую означает 
отсутствие корректности рассматриваемых задач 
в исходной постановке.  

Математические модели физических систем, 
состоящих из статистически большого коли-
чества частиц (разреженные газы, дисперсные 
системы, плазма), а также модели механики 
сплошной среды основываются на фундамен-
тальных соотношениях баланса, носящих общее 
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название — законы сохранения. Значительное 
количество современных исследований по те-
ории законов сохранения связано с вопросами 
корректности задач для систем нелинейных диф-
ференциальных и интегродифференциальных 
уравнений Лиувилля
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где f = { f (ω)} — неизвестная вектор-функция. Ско-
рость V = {Vj

(ω)(x, t)} непрерывного переноса в фа-
зовом пространстве x n∈ , определение опера-
тора столкновений S (задающего мгновенные 
разрывные изменения состояния частиц во мно-
жестве Ω при фиксированных пространствен-
но-временных координатах x, t), вид источника 
частиц q(ω)(x, t) ≥ 0 считаются заданными харак-
тером моделируемого физического процесса. Под-
черкнём, что оператор S действует на f (в общем 
случае нелокально) только по аргументам состо-
яния ω∈Ω . Оператор столкновений S выражает 
соотношение баланса “рождения” и “гибели” ча-
стиц по переменным ω в каждой пространствен-
но-временной точке (x, t).

Приложения этих уравнений широко извест-
ны, в частности, в связи с газодинамикой и ги-
дродинамикой, физической кинетикой. Система 
законов сохранения (1) дополняется начальными 
данными 

 f f xt n| = , ,=0 0 ∈ ∈ ω Ω . (2)
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Ограничения на оператор столкновений S в ос-
новном связаны со свойствами постоянства либо 
невозрастания нормы решения в пространстве 
L1 по некоторой мере µ, а также неотрицательно-
стью решения f, которое по своему физическому 
содержанию характеризует распределение чис-
ла частиц в системе среди возможных состояний 
ω∈Ω . Подчеркнём, что в общем случае S являет-
ся разрывным в пространстве L1.

Выделим класс операторов столкновений S 
в уравнении (1), который включает в себя при не-
которых ограничениях операторы столкновений 
в моделях Больцмана и Смолуховского [6, 7]. 

Определим требования на множество Ω, явля-
ющиеся естественным обобщением свойств мно-
жества состояний частиц для моделей Больцмана 
и Смолуховского. 

Положим Ω — локально компактное сепара-
бельное метрическое пространство, которое σ-ко-
нечно относительно плотной борелевой меры µ. 
Эта мера предполагается конечной на компактах 
в Ω, строго положительной на открытых множе-
ствах в Ω. (Борелева мера называется плотной, 
если µ µ( ) = ( )E K

E K R⊃ ∈
sup , где R — класс компакт-

ных подмножеств из пространства Ω.)
Пусть B(Ω) — совокупность борелевых функ-

ций на множестве Ω = {ω} состояний элемен-
тов моделируемой физической системы; обо-
значим B



 — множество финитных ограничен-
ных борелевых функций на топологическом 
пространстве Ω, ( )loc

1 ,L A µ  — множество клас-
сов эквивалентных борелевых функций на мно-
жестве A, локально суммируемых по борелевой 
мере µ; L1 = L1(Ω, µ) — множество элементов 
из L1 ( , )loc Ω µ , суммируемых по борелевой мере µ 
на множестве Ω; 〈 〉f , µ  — интеграл Лебега функ-
ции f из L1(Ω, µ) по мере µ на множестве Ω; норма 

 f fL1
= ,
def
〈 〉| | µ . Индекс + у символа множества 

функций означает, что рассматриваются только 
неотрицательные функции. 

Пусть S — частично определённое на B(Ω) ото-
бражение со значениями в  B(Ω). Положим 

 G S S Lµ µ( ) = ( , ) ,1
1

− ( )Ω  

пусть множество B


 — плотное в L1 относительно 
топологии, заданной нормой  f L1

. 
Множество K G Sµ µ⊂ ( )  назовём множеством 

µ-сохранения оператора S, если для каждо-
го f K∈ µ  справедливо равенство (соотношение 
сохранения) 

 〈 〉S f( ), = 0.µ  (3)

Считаем, что оператор S: Gµ(S) → B(Ω) обла-
дает свойством µ-сохранения, если множество 
B G S K


∩ ⊂µ µ( )  плотное в Gµ(S) относительно 
нормы  f L1

. 
М ножест вом µ-д исси па ц и и операт ора 

S: Gµ(S) → B(Ω) назовём семейство D G Sµ µ⊂ ( )  
такое, что для каждого f D∈ µ  выполнено соот-
ношение диссипации 

 〈 〉 ≤S f( ), 0.µ  (4)

Если множество B G S D


+∩ ⊂µ µ( )  плотное 
в G S Lµ µ( ) ( , )1∩ + Ω  в норме  × L1

, то S считаем 
обладающим свойством µ-диссипации. 

Пусть Gµ(S) — область определения операто-
ра S, содержит множество B



. Будем говорить, 
что оператор S удовлетворяет условию положи-
тельности, если для каждой функции f B∈ +



 
можно указать такое число

 H f f
L1

0, supp ( ) ≥  

(символ supp означает носитель функции f ), 
что выполнено неравенство 

 S f Hf( ) .+ ≥ 0  (5)

Функционал H без ограничения общности 
можно считать монотонно возрастающим по сво-
им аргументам. 

Отметим, что из этого неравенства следует, 
что S(0) = 0, а также неотрицательность значений 
оператора столкновений вне носителя неотрица-
тельной финитной функции f:

 S f f( ) ≥ ∈
ω

ω0, \ .Ω supp  

Для сокращённого описания динамики (1) ис-
пользуются конечномерные проекции решения f 
уравнения (1), основанные на макроскопических 
средних распределения частиц. Пусть источник 
q = 0, и предположим, что для некоторого семей-
ства мер µβ, β∈C , на решении уравнения (1) вы-
полняются соотношения сохранения (3). Тогда 
формальное интегрирование обеих частей урав-
нения (1) по этому семейству мер на множестве 
параметров ω∈Ω  приводит к формальной (вооб-
ще говоря, незамкнутой) системе уравнений меха-
ники сплошной среды относительно неизвестных 
средних величин:

 〈 〉 = = ∈∫f u x t f x t d C,µ µ ω ββ β
ω

β

def
( , ) ( , ) ( ), ,( )

Ω

 (6)

и тогда получается незамкнутая система законов 
сохранения механики сплошной среды для неиз-
вестных u u C= ∈{ }β β : 
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Относительно вектора потоков F = {Fj
(β)} де-

лаются дополнительные (замыкающие) предпо-
ложения, которые постулируют зависимость Fj

(β) 
от набора u u C= ∈{ }β β . Преимущество такого под-
хода связано, как правило, с конечномерностью 
вектора переменных u u A= ∈{ }β β . В частности, та-
ким образом получают систему Навье–Стокса 
в газовой динамике, систему Эйлера для несжи-
маемой жидкости и т.п.

Отметим, что описанная формальная схема по-
лучения конечномерных проекций на некоторых 
классах решений задачи Коши (1), (2) может при-
вести к неверным результатам за конечное время 
эволюции (1). В частности, этот эффект наблюда-
ется на стационарных пространственно однород-
ных решениях уравнения (1) с оператором стол-
кновений Смолуховского [7]. 

В силу соотношения (5) типичным свойством 
оператора столкновений S является то, что в урав-
нении (1) он является источником частиц, нахо-
дящихся в состояниях, которые не содержатся 
в исходном множестве supp f. Последнее приводит 
к мгновенному “размыванию” области определе-
ния решения на все аргументы ω∈Ω  (свойство 
нелокальности S). Это означает, что любая лока-
лизация вычислительных процессов для уравне-
ния (1) на компактах в Ω автоматически превра-
щает соотношение сохранения (3) при интегри-
ровании по компактному носителю функции f 
в соотношение диссипации 〈 × 〉 ≤S f I f( ) supp , 0µ , 
где I fsupp  — индикатор-функция носителя. Сле-
довательно, в рамках любого вычислительного 
процесса для уравнения (1), основанного на учё-
те частиц в заданной компактной области состо-
яний частиц, неизбежна его неконсервативность. 
Данный эффект делает предпочтительными ме-
тоды прямого моделирования кинетических про-
цессов, приводящих к уравнениям баланса (1). 

Особенно интересно свойство нелокальности 
операторов S проявляется в случае, когда множе-
ство возможных состояний частиц ω∈ =Ω n . 
В этом случае возможна эволюция, описываемая 
уравнением (1), которая может за конечное время 
привести к массовому уходу частиц из состояний 
ω∈ =Ω n , что проявляется в некоторый крити-
ческий момент времени tc ≥ 0 как переход соот-
ношений сохранения в соотношения диссипации 
макроскопических средних, описывающих систе-
му. Последнее интерпретируется как спонтанное 
выделение структуры в кинетической системе, 
наличие которой не предполагалось в начальный 

момент времени в условиях (2); при этом по умол-
чанию предполагается отсутствие взаимодей-
ствия выделившейся структуры с частицами, ко-
торые находятся в состояниях ω∈ =Ω n .

Остановимся на условиях существования не-
отрицательных решений f(ω) ≥ 0 пространственно 
однородного уравнения (1), которое в этом случае 
принимает вид 
 S f q( ) .+ = 0  (7)

Задача (7) в случае стационарного источника 
q(ω) ≥ 0 является крайне важной и трудной задачей 
физической кинетики. Причина в том, что эти 
решения сосредоточены на множестве точек раз-
рыва оператора S. Действительно, пусть для неко-
торой меры µβ, β∈C , связанной с соответствую-
щим свойством сохранения оператора столкно-
вений S( f ) на множестве финитных функций
ϕ∈B



, справедливо соотношение сохранения (3): 
〈 〉S( )ϕ µβ, = 0 . Выберем последовательность фи-
нитных функций φn → f в норме × L1

при n → ∞. 
Поскольку на финитных функциях φn выполня-
ется соотношение сохранения 〈 〉S n( )ϕ µβ, = 0 , 
а на решении уравнения (7) для q > 0 имеет место 
строгое неравенство 〈 〉S f( ), < 0µβ , то указанное 
решение f является точкой разрыва для оператора 
S в норме  .

1L . Таким образом, разрывность опе-
ратора столкновений на решениях уравнения (7) 
создаёт существенные трудности для отыскания 
искомых решений.

В связи с рассмотренным выше явлением пе-
рехода соотношения сохранения в соотношение 
диссипации представляет интерес изучение реше-
ний стационарной задачи (7) в случае коагуляции 
непрерывных масс ω∈ +

  с оператором столкно-
вений S = SΦ

(ω)( f ) Смолуховского:

 
S f f f d

f f

Φ Φ

Φ

( ) ( ) ( )
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( )ω
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= − −
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∫
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1 1

11
1

) .dω  (8)
 

Заданная интенсивность парного слияния частиц 
Φ(ω, ω1) ≥ 0. Оператор столкновений Смолухов-
ского (8) в случае локально ограниченных изме-
римых функций Φ Φω ω ω ω, ,1 1( ) ≡ ( )  удовлетворя-
ет соотношению сохранения с мерой µ1(dω) = ωdω 
и соотношению диссипации с мерой µ2(dω) = dω, 
где dω — лебегова мера на числовой прямой. В 
этом случае уравнение (7) записывается в виде

 S f qΦ Ω( ) ( )( )ω ω ω+ ∈ = += 0, ,  (9)

где неотрицательная величина q(ω) определяет ин-
тенсивность, с которой частицы массы ω ≥ 0 вво-
дятся в коагулирующую систему. 
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Рассмотрим вопрос о построении решения ста-
ционарного уравнения коагуляции (9) в частном 
случае, когда ядро Φ имеет мультипликативное 
представление 

 Φ ( , ) ( ) ( ), ( ) , , .ω ω α ω α ω α ω ω ω1 1 10= > ∈ +


 

Сразу подчеркнём, что в случае мультиплика-
тивной функции Φ следующая замена независи-
мой переменной 
 α f f  
приводит уравнение (9) к стандартному виду: 
1
2 ( ) = 0, ,

0
1

1f f f f d q∗ − + ∈
∞

+∫( ) ( ) ( ) ( )ω ω ω ωω ω   (10)

где символ * означает свёртку. Очевидно, вопрос 
о построении решения интегрального уравне-

ния (10) связан с определением величины инте-

грала 
0

1
1 .

∞

∫ f d( )ω ω  Если функция f удовлетворя-

ет (10), то непосредственным интегрированием 
по ω∈ +

  получаем 

 
0

1
0

1/2

1 = 2 = ,
∞ ∞

∫ ∫








f d q d Q( ) ( )ω ωω ω
def

 

если считать заданную функцию q ≥ 0 сумми-
руемой на +. Для построения решения урав-
нения (10) используем монотонно возрастаю-
щий итерационный метод последовательных 
приближений

 
f

Q q n
n n

n n n

= =

= ∗ +





≥
→∞

+
−

lim , ,

, .

ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ

0

1
1

0
1
2 0

 (11)

Т е о р е м а  1. Пусть функция q — неотрицатель-
ная суммируемая по мере Лебега на +. Тогда урав-
нение (10) имеет неотрицательное суммируемое ре-
шение f, являющееся пределом монотонно возрас-
тающих итераций (10) при Q > 0, и решение f = 0 
при Q = 0. Это решение единственное с точностью 
до эквивалентности в пространстве L 0

1
,∞[ ] . 

Ясно, что такие решения не принадлежат мно-
жеству консервативности оператора столкно-
вений Смолуховского (9), а лежат во множестве 
его диссипативности в силу неотрицательности 
источника. 

Такого рода задачи возникают при описании 
роста пор в металлах при облучении потоком бы-
стрых нейтронов, которые, выбивая атомы из кри-
сталлической решётки, служат причиной возник-
новения пор [8]. Аналогичные явления возникают 
при описании роста связей в информационных 
системах. При описании работы реактивных 
двигателей приходится учитывать коагуляцию 

слипающихся частичек, которые возникают 
в процессе горения топлива, т.е. здесь источником 
коагулирующих частиц является химическая ре-
акция, протекающая во внешней среде. Важный 
класс задач связан с коагуляцией пор в поровом 
пространстве нефтегазовых пластов при пульса-
ции давления в залежи при управляющем воздей-
ствии на динамику жидкости за счёт изменения 
геометрии течения [9].

Вопрос об устойчивости стационарного ре-
шения для нестационарной задачи в общем слу-
чае не решён. Можно показать, что для ядра Φ, 
равного положительной постоянной, устой-
чивость имеет место. Если порядок роста ядра 
на бесконечности равен единице, т.е. Ф(ω,•) ~ ω  
при ω → ∞, то стационарное решение неустойчи-
во, ибо решение нестационарной задачи притяги-
вается к нулю. Тождественный нуль, естественно, 
не удовлетворяет стационарной задаче с ненуле-
вым источником. 

Наличие особенности ядра Φ в окрестности 
ω, ω1 = 0 для коагуляции непрерывных масс мо-
жет обусловить существование стационарного по-
ложительного решения при нулевом источнике. 
Пример такой ситуации даёт ядро 

 Φ ω ω α ω α ω ω ω
ω ω α
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1 0 0
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> >

−

 (12)

которому соответствует решение

 f ( )ω α ω ω α≡ > >−1 0,( ), 0,  (13)

для уравнения

 S fΦ
( ) ( )ω = 0.  (14)

Результаты теоремы 1 и замечания к ней дают 
возможность построения явных решений урав-
нения (1) в пространственно однородном случае, 
с оператором столкновений Смолуховского (8) 
обладающих свойством автомодельности,  моно-
тонно убывающих по времени. (На этих решениях 
не выполняется соотношение сохранения, начи-
ная с критического времени tc = 0. В этом случае 
структурообразование в коагулирующей систе-
ме начинается мгновенно. Явление структуро-
образования в данном случае означает процесс 
полимеризации, когда из “микрофазы” частиц 
с конечными размерами во множестве состояний 
Ω = + , начиная с критического момента време-
ни tc с положительной вероятностью образуют-
ся частицы неограниченных размеров, которые 
не взаимодействуют с частицами в Ω, т.е. “выпа-
дают” из системы подобно осадкам.)

Действительно, рассмотрим решение уравне-
ния Смолуховского (1), (8) в виде
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 f t q t t( ) ( )ω ω ω( ) = ( 1) , , 0,1× + ≥−  (15)

где q(ω) > 0 при ω ≥ 0, и удовлетворяет услови-
ям теоремы 1. Подставляя (15) в (1), получаем, 
что функция q необходимо должна удовлетворять 
уравнению 

 S q qΦ Ω( ) ( )( )ω ω ω+ ∈ = += 0, ,  (16)

где оператор SΦ определён формулой (8). При за-
данном положительном q найдём симметричные 
неотрицательные ядра Φ, для которых (16) обра-
щается в тождество, т.е. решаем обратную задачу. 
Рассмотрим её решение в классе мультиплика-
тивных ядер, полагая

 Φ ( , ) ( ) ( ), , .ω ω α ω α ω ω ω1 1 1 0= ≥  (17)

Обозначим

 f q( ) ( )ω ωα ω ω= , 0,( ) ≥  (18)

и подставим (18) в (16), выражая величины α 
и q в операторе SΦ через неизвестную f, получа-
ем уравнение (10) из теоремы 1. Следовательно, 
для рассматриваемых положительных q суще-
ствует единственное положительное решение f 
уравнения (10) и, значит, ядро Φ отыскивается 
по формулам (17), (18).

Класс построенных мультипликативных ядер 
можно расширить за счёт формул (12)–(14), добав-
ляя к мультипликативному ядру Φ функцию

 Φ( ) = 1
( )

, > 01
1

3 11
ω ω

ω ω
ω ωω ω,

+
,

q q( ) ( ) .  

Поскольку справедливо тождество

 S qΦ
( ) ( )ω ω= 0, > 0,  

то выполняется равенство

 S q qΦ Φ+ +( ) ( )( )ω ω ω= 0, > 0.  

Аналогичная модель образования “осадков”, 
не взаимодействующих с частицами системы, 
имеет место для пространственно неоднородной 
задачи (1), (2), когда взаимодействие свободного 

переноса и столкновений частиц может привести 
к образованию областей, в которых соотношение 
сохранения переходит в соотношение диссипа-
ции в некоторой пространственно-временной 
области [10].

Источник финансирования. Работа выполнена 
при поддержке РФФИ, гранты 16–29–15105, 18–
01–00343, 18–47–860004.
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