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В в е д е н и е  и  п о с т а н о в к а  з а д а ч и . За-
дача обращения управляемых систем относится 
к числу классических в математической теории 
управления. Необходимость её изучения опреде-
ляется как обилием практических приложений, 
так и её важной ролью в исследовании фунда-
ментальных теоретических вопросов. Данная ра-
бота посвящена исследованию задачи обращения 
для специального класса систем с запаздывани-
ем — гипервыходных систем, размерность вы-
хода которых строго больше размерности входа. 
Оказывается, что для них возможно применить 
разработанные ранее методы для квадратных си-
стем [1], а наличие дополнительных выходов по-
зволяет существенно ослабить налагаемые на си-
стему ограничения.  

Рассмотрим управляемую систему линейных 
стационарных дифференциальных уравнений 
с постоянными соизмеримыми запаздываниями 
вида 
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ТЕОРИЯ 
УПРАВЛЕНИЯ

где x t n( )∈  — фазовый вектор системы, y t l( )∈  — 
измеряемый выход системы, ξ( )t m∈  — неиз-
вестный вход, Ai, Bi, Ci — постоянные известные 
матрицы соответствующих размерностей, τ > 0. 
Поскольку в данной работе рассматриваются ги-
первыходные системы, мы будем исследовать слу-
чай l > m.

Нами будет рассматриваться задача обраще-
ния такой системы, т.е. построения оценки ξ( )t  
неизвестного сигнала ξ( )t  в режиме реального 
времени.

Для удобства дальнейшей работы с рассматри-
ваемой системой введём оператор запаздывания 
δ τ: ( ) ( )f t f t −  и перепишем её в виде 
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Далее, формально ставя в соответствие опера-
тору δ алгебраическую переменную ∆, мы можем 
записать полученную систему в виде 

 x A x t B t
y C x t

= ( ) ( ) ( ) ( )
= ( ) ( ),

∆ ∆
∆

+ ξ ,  (2)

где А(∆), В(∆), С(∆) — матрицы, состоящие из мно-
гочленов от переменной Δ. Тем самым исходной 
системе (1) сопоставляется система над коммута-
тивным кольцом [∆]. В дальнейшем всюду, где 
возможно, мы будем опускать явное указание за-
висимости матриц от Δ.

К а н о н и ч е с к а я  ф о р м а  с  в ы д е л е -
н и е м  н у л е в о й  д и н а м и к и . Важную роль 
при решении различных задач управления, 
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в том числе задачи обращения, играет форма 
с выделением нулевой динамики. Нашей первой 
целью будет построение такой формы для ги-
первыходных систем с запаздыванием. Отме-
тим, что для квадратных систем с запаздыва-
нием (т.е. тех, для которых l = m) каноническая 
форма с выделением нулевой динамики была 
получена в работе [2]. Напомним важное опре-
деление относительного порядка для квадрат-
ных систем.

О п р е д е л е н и е  1 [3]. Пусть y1, ..., ym  — выхо-
ды системы, а c1, ..., cm  —соответствующие строки 
матрицы С. Вектор r = (r1, ..., rm) определяет о т -
н о с и т е л ь н ы й  в е к т о р н ы й  п о р я д о к , 
если выполнены следующие условия:  

1. c B c AB c A B c A Bi i i
ri

i
ri= 0, = 0, , = 0, 02 1
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− − ≠  для  
всех 1 ≤ i ≤ m. 
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В случае, когда Hr(∆) унимодулярна, т.е. 
det \Hr ( ) {0}∆ ∈ , относительный порядок назы-
вается ч и с т ы м. Мы будем использовать обозна-
чение | |= .1r r rm+ +

З а м е ч а н и е . Как и в случае систем обыкно-
венных дифференциальных уравнений, вектор-
ный относительный порядок, а тем более чистый 
векторный относительный порядок, определены 
не для всякой системы с запаздыванием.

В случае гипервыходных систем для удобства 
произведём замену обозначений, явно разделив 
вектор выходных сигналов. Через y = (y1, ..., ym)
T мы будем обозначать вектор из первых m выхо-
дов, а через
 z y y z zm l m l= ( , , ) ( , , )1 1+ +≡ 

T T  
вектор из остальных (l – m) выходов. Соответ-
ственно представим матрицу C в блочном виде 

C C
C= ,1

2







 где C m n
1 [ ]∈ × ∆  и C l m n

2
( ) [ ]∈ − × ∆ . Рас-

сматриваемая система примет вид 
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Таким образом, нами выделена квадратная под-
система с выходами yi, i = 1,2 ..., m. Для неё спра-
ведлива следующая теорема [2].

Т е о р е м а  1. Пусть квадратная система обла-
дает чистым векторным относительным порядком. 
Тогда она обратимым преобразованием приводима 
к форме с выделением нулевой динамики.
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Зде сь  y c A x yp
q

q
p

q
p= =1 ( 1)− −  — п р ои з в од н а я 

порядка ( p – 1) q-й компоненты выхода, 
y y ys

s
rs

s= ( , , )1 1 −
T  — вектор-столбец координат, 

соответствующих производным s-й компоненты 
выхода y, y y y y ym r rm

m= (( ) , , ( ) , , )1 1

1T T T
 ,  — 

вектор-столбец всех координат, соответствующих 
компонентам y yi

i= 1  выхода и их производным; 
x  — оставшиеся координаты фазового векто-
ра; A R n r n r

11
( | |) ( | |)∈ − × − , A R n r m

12
( | |)∈ − × , A Rm n r

21
( | |)∈ × − , 

A Rm r
22

| |∈ ×  — известные матрицы соответствую-
щих размерностей, Hr — матрица из определения 
относительного порядка. При этом матрица A11 
описывает нулевую динамику системы.

Сокращённо эта система может быть записана 
в виде 
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матрицы Fp
p p∈ ×  имеют вид 

 F Fp =

0 1 0 0 0
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а матрицы Gp
rp m

∈
− ×


( 1)  состоят из нулей, за ис-

ключением одной единицы в позиции (rp – 1, p).
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учитывая введённые ранее обозначения и при-
меняя этот результат к рассматриваемой гипер-
выходной системе, сформулируем следующее 
утверждение.

Л е м м а  1. Пусть система (3) обладает чистым 
относительным порядком по выходам y1, ..., ym. 
Тогда она обратимым преобразованием приводима 
к форме с выделением нулевой динамики 
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Оказывается, эту форму можно усилить. Пусть 
ci — строки матрицы C, i = 1, 2, …, l тогда каждой 
строке ci можно сопоставить ri из определения от-
носительного порядка. По аналогии со случаем 
квадратных систем, вектор r = (r1, …, rl) также на-
зывается вектором относительного порядка. Име-
ет место следующий результат.

Т е о р е м а  2. Пусть гипервыходная система 
(3) обладает вектором компонент относительно-
го порядка r r r r rm m l= ( , , , )1 1 , ,+ , причём ri ≤ rj 
при 1 , 1≤ ≤ + ≤ ≤i m m j l , а по первым m компонен-
там относительный порядок чистый. Тогда систе-
ма может быть приведена невырожденным преоб-
разованием к форме 
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Отметим, что в данном случае z зависит лишь 
от выходов системы, но не их производных.

И н в а р и а н т н ы е  н у л и  г и п е р в ы х о д -
н ы х  с и с т е м . Другим важным для решения 
задачи обращения понятием является матрица 
Розенброка системы. Напомним, что для си-
стемы вида (2) она определяется следующим 
образом: 

 R s sI A B
C e s( , ) = ( ) ( )

( ) 0 , = .∆ ∆ ∆
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Инвариантными нулями системы называются та-
кие значения s0, при которых ранг матрицы Ро-
зенброка меньше полного. Известно, что инвари-
антные нули не меняются при заменах координат. 
Тогда, воспользовавшись реализацией (5) систе-
мы (2), запишем её матрицу Розенброка в следую-
щем блочном виде: 

 R s

sI A A
A sI A B

I
C C

( , ) =

( ) ( ) 0
( ) ( ) ( )

0 0
( ) (

11 12

21 22

21 22

∆

∆ ∆
∆ ∆ ∆

∆

− −
− − −

∆∆) 0

.



















 

Ясно, что ранг R(s, ∆) не зависит от блоков тре-
тьей строки и второго столбца, а потому её инва-
риантные нули совпадают с таковыми матрицы 
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Если система обладает чистым относительным 
порядком, то матрица Hr обратима и, следователь-
но, инвариантные нули ′R  совпадают с инвари-
антными нулями матрицы 
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Поскольку матрица является прямоугольной, 
в общем случае у системы инвариантных нулей 
не будет.

Оказывается, что это условие связано с наблю-
даемостью систем с запаздыванием.

О п р е д е л е н и е  2 [4]. Система (2) с п е к -
т р а л ь н о  н а б л ю д а е м а , если она наблюдае-
ма на бесконечности, т.е. при нулевом управлении 
для любой начальной функции, порождающей 
нулевой выход на [0, +∞), найдётся момент време-
ни t1, такой, что x(t) = 0 при t ≥ t1.

Т е о р е м а  3 [4]. Система (2) спектрально на-
блюдаема тогда и только тогда, когда 

 rank sI A
C n s−


 


 ∀ ∈( )

( ) = .∆
∆   

Отметим, что спектральная наблюдаемость си-
стемы позволяет построить для неё асимптотиче-
ский (вообще говоря, распределённый) наблюда-
тель [5].

Таким образом, в общем случае (т.е. при от-
сутствии у системы инвариантных нулей) пара 
〈 〉C A21 11|  спектрально наблюдаема и, следова-
тельно, мы можем получить оценку вектора x  
из (6).

О б р а щ е н и е  г и п е р в ы х о д н ы х  с и -
с т е м . Для построения оценки неизвестного 
входного сигнала ξ обратимся к последней груп-
пе уравнений системы (4). 
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Предположим, что первые m компонент век-
тора относительного порядка равны единице:  
r = (1, ..., 1, rm+1, ..., rl ). Тогда для обращения си-
стемы можно применить методы, описанные в [1] 
для квадратных систем. Всё вышесказанное по-
зволяет сформулировать следующий результат.

Т е о р е м а  4. Пусть гипервыходная система (1) 
приводима к виду (6) и обладает чистым единичным 
векторным относительным порядком по выходам yi, 
система не имеет инвариантных нулей, неизвест-
ный сигнал
ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξt t C t t( )∈ = ( ) ∈ ∞[ ) ( ) ≤ ( ) ≤{ }Ω1 1

0 10: , , , .  
Тогда существует инвертор, дающий оценку ξ( )t  

для неизвестного сигнала ξ( )t  c произвольной напе-
рёд заданной точностью, начиная с некоторого мо-
мента t*.
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при финансовой поддержке Российского фонда 
фундаментальных исследований (проекты 17–07–
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An inversion problem for LTI hyperoutput time-delay system is considered. For such systems canonical form 
with isolated zero dynamics is obtained, system invariant zeros and their relation to spectral observability of 
zero dynamics subsystem are investigated. Using this results, inversion algorithm is suggested for time-delay 
systems.
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