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Пусть k —  поле характеристики нуль с алгебраи-
ческим замыканием K. G —  связная редуктивная 
k-группа, действующая на алгебраическом k-мно-
гообразии X. Цель настоящего сообщения — анон-
сировать и привести схему доказательства результа-
тов, обобщающих теорему Э. Б. Винберга [1] о слож-
ности многообразий с действием редуктивной ал-
гебраической группы на случай алгебраически не-
замкнутого поля.

Размерность многообразий мы всегда будем рас-
сматривать над полем K. Для алгебраического мно-
гообразия X или алгебраической группы H, опреде-
лённых над k, множество их k-точек обозначим 
через Xk, Hk соответственно.

О п р е д е л е н и е  1. Линейная k-группа G назы-
вается а н и з о т р о п н о й,  если она связна, редук-
тивна и не содержит расщепимых k-подторов.

Согласно [2, 8.5] анизотропность группы G эк-
вивалентна полупростоте элементов из Gk и триви-
альности Hom  k mG( , ) .G = 1  Если опустить послед- 
нее условие, то группа G называется элементарной.

В связной редуктивной k-группе G рассмотрим 
минимальную параболическую k-подгруппу P G⊆  

с разложением P L SPu= an , где Pu —  унипотентный 

радикал, Lan —  максимальная анизотропная под-
группа группы P, а S —  максимальный расщепимый 
тор, который является центральным. Положим 

L L S= an , ′ =P L Pu
an , а также зафиксируем T L⊆  —  

максимальный k-тор в G, содержащий S (такой тор 
существует по [3, 16.1.1]).

П р е д л о ж е н и е  1. Пусть Q —  k-параболическая 
подгруппа G, содержащая P, а Y —  P-инвариантное 
k-плотное подмногообразие X. Тогда QY — также  
k-плотное замкнутое подмногообразие X.

О п р е д е л е н и е  2. Назовём с л о ж н о с т ь ю 
cP(X) минимальную коразмерность P-орбиты в X.

О п р е д е л е н и е  3. k-плотное G-многообразие X 
называется k - с ф е р и ч е с к и м, если P имеет от-
крытую орбиту в X.

П р е д л о ж е н и е  2  [4, 4.4]. Пусть G —  анизо-
тропная группа, действующая на квазиаффинном  
k-многообразии X. Тогда G-орбита точки из Xk замк-
нута в X.

П р е д л о ж е н и е  3. Пусть G —  анизотропная 
группа, действующая на k-плотном неприводимом 
многообразии X. Тогда для G-инвариантного k-плот-
ного подмногообразия Y, не плотного в X, имеем 
c Y c XG G( ) ( )< .

Пусть Q —  k-параболическая подгруппа G, соб-
ственно содержащая P и не содержащая промежу-
точных подгрупп. Обозначим через Qu её унипотент-
ный радикал. Подгруппа Леви M в Q, содержащая 
S, имеет над k полупростой ранг 1. Рассмотрим 
W N S Z SQ Q k Q k= ( ) ( ) ./  Согласно [2, 5.18] группа WQ 
порождена одним элементом s N SQ k∈ ( ) , нормали-

УДК 512.745.2

СЛОЖНОСТЬ ДЕЙСТВИЯ РЕДУКТИВНЫХ ГРУПП  
НАД АЛГЕБРАИЧЕСКИ НЕЗАМКНУТЫМ ПОЛЕМ И СИЛЬНАЯ 

СТАБИЛЬНОСТЬ ДЕЙСТВИЙ НА ФЛАГОВЫХ МНОГООБРАЗИЯХ
В. С. Жгун1,2,*, Ф. Кноп3

Представлено академиком РАН В.П. Платоновым 08.10.2018 г.

Поступило 03.09.2018 г.

В работе доказаны результаты, обобщающие теорему Э. Б. Винберга о сложности многообразий с дей-
ствием редуктивной алгебраической группы на случай алгебраически незамкнутого поля. Также приве-
дены результаты о сильной k-стабильности для действий на многообразиях флагов.
Ключевые слова: редуктивные алгебраические группы, сложность действий над алгебраически незамкну-
тыми полями, орбиты минимальной параболической подгруппы, стабильность действий, разложение 
Брюа.

DOI: https://doi.org/10.31857/S0869-5652485122-26

1 Федеральный научный центр  
“Научно-исследовательский институт  
системных исследований Российской Академии наук”, 
Москва 
2 Национальный исследовательский университет  
“Высшая школа экономики”, Москва
3 Friedrich-Alexander Universität Erlangen-Nürnberg,  
Deutschland
*E-mail: zhgoon@mail.ru 

ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК, 2019, том 485, № 1, с. 22–26

МАТЕМАТИКА



зующим L. Для множества k-точек разложение Брюа 
принимает вид

 Q P sP Pk k k k= ∪ .

Нами были доказаны следующие теоремы.

Те о р е м а  1. Пусть G —  редуктивная алгебраиче-
ская группа над совершенным полем k, действующая 
на k-плотном многообразии X. Пусть Y —  P-инвари-
антное k-плотное подмногообразие X. Тогда 
c Y c XP P( ) ( ),≤  rk rkP PY X( ) ( )≤ .

Те о р е м а  2 . Пусть G —  редуктивная k-группа, 
действующая на k-сферическом многообразии X. Тогда 
X имеет конечное число P-орбит с непустым множе-
ством k-точек.

В данной работе мы приведём подробную схему 
доказательства теоремы 2 и краткую схему доказа-
тельства теоремы 1 в случае локально-компактных 
полей. Несмотря на то что в этом случае доказатель-
ства значительно упрощаются, результаты всё равно 
представляют значительный интерес. Заметим, что 
в вещественном случае несколько другое доказа-
тельство было известно ранее [15].

Д о к а з а т е л ь с т в о. Рассуждая от противного, 
рассмотрим P-инвариантное абсолютно неприво-
димое k-плотное подмножество Y, состоящее из бес-
конечного числа P-орбит фиксированной размер-
ности. Среди таких множеств возьмём Y максималь-
ной размерности. Если GY X≠ , то по предположе-
нию индукции по размерности G-многообразия 
имеем c Y c GYP P( ) ( ),≤  в свою очередь, по теореме 
Ф. Кнопа и Б. Кретца [6, Prop. 4.13] c GY c XP P( ) ( ).≤  
Тем самым можно считать, что Y не G-инвариантно, 
а замыкание GY совпадает с X. Для замкнутого под-
множества Y  множество QY  также замкнуто, и либо 
QY Y= , либо dim dim .QY Y>  Заметим, что G поро-
ждается произведением параболических подгрупп, 
которые содержат P, но не имеют промежуточных 
подгрупп, содержащих P. Поскольку Y не G-инва-
риантно, существует параболическая подгруппа Q, 
содержащая P и минимальная с этим свойством, 
такая что dim dimQY Y> . По предположению, QY 
содержит открытую P-орбиту.

Заметим, что для x X∈  имеет место соответствие

 {P-орбиты в Qx} ↔ {двойные классы PqQx в Q} ↔
	 ↔ {Qx-орбиты в Q/P}.

Это соответствие сохраняет порядок по включению 
для инвариантных подмножеств, а также сохраняет 
коразмерности и относительные коразмерности со-
ответствующих инвариантных подмножеств. Тем 
самым Y соответствует некоторому подмножеству Z 
в Q/P.

Л е м м а  1. Если поле k удовлетворяет свойству 
(F) по Серру [6, III.4.2], из k-плотности Y следует 
k-плотность Z.

Д о к а з а т е л ь с т в о. По свойству (F) множество 
k-точек Qx разлагается в конечное объединение  
Qk-орбит

 ( ) .
( )

Qx Q xk k i
x Qxi k

=
∈
∪

Рассмотрим разложение Z Q x Zk k i
x Zi k

= ∩
∈
∪  в ко-

нечное объединение подмножеств. Тогда среди них 
существует плотное в Z подмножество, например 
(Zk)0. Для k-точки x имеем соответствие

 {Pk-орбиты в Qkx} ↔	
	 ↔ {двойные классы Pkq(Qx)k в Qk} ↔ 

 ↔	{(Qx)k-орбиты в Qk/Pk} ↔
	 ↔ {(Qx)k-орбиты в (Q/P)k}.

Прообраз (Zk)0 при отображении Q Q Qk k x k→ /( )
0

 
является ( ( ) )P Qk x k×

0
-инвариантным, откуда его 

замыкание по Зарисскому Ẑ  в Q является ( )P Qx×
0

- 
инвариантным, а его образ при проекции Q →  
→ Q Qx/( )

0
 равен замыканию (Zk)0, т.е. Z. Будучи  

k-плотным, образ Ẑ  при проекции Q Q P→ /  также 
будет k-плотен.

Перейдём к образам групп Qx0
 и P в факторе  

Q/RadQ. Тогда доказательство будет следовать из сле-
дующего предложения.

П р е д л о ж е н и е  4. Пусть G —  редуктивная  
k-группа расщепимого ранга 1, P —  минимальная па-
раболическая подгруппа в G, а H —  k-подгруппа в G, 
такая что H имеет плотную орбиту в G/P. Пусть Z —  
k-плотное H-инвариантное подмножество, тогда Z 
имеет плотную H-орбиту.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Группа H может быть одной 
из следующих типов:

(i) H имеет тривиальный анизотропный радикал. 
Если H анизотропна, то по предложению 7 множе-
ство k-точек составляет одну H-орбиту.

(ii) Предположим, что H имеет тривиальный 
унипотентный радикал и расщепимый ранг 1, т.е. 
она содержит расщепимый тор S, который также 
является максимальным расщепимым в G. Возьмём 
однопараметрическую подгруппу l ∈ S  и рас-
смотрим минимальную адаптированную параболи-
ческую подгруппу P G( )l ⊂  и минимальную адап-
тированную параболическую подгруппу PH(l) = 
= ∩P H( ) .l  Сопрягая S элементом из Gk, мы можем 
предполагать, что P = P(l).
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Предположим, что стабилизатор Hx точки 
x G P k∈( )/  содержит подгруппу, изоморфную Ga или 
Gm. Тогда, сопрягая её элементом из Hk, можно счи-
тать, что Ga (соответственно Gm) лежит в P Hu ∩  
(соответственно равна S).

Из разложения Брюа G P P sP P P Pk k u k k k k k/ / /= ∪( )  
следует, что множество неподвижных k-точек отно-
сительно G Pa u⊂  (соответственно S) на ( )G P k/  со-
стоит из eP P/  (соответственно двух точек eP P/  
и sP P/ ), и это множество содержится в H-орбите, 
равной H H P/ ∩ . Это показывает, что если стаби-
лизатор Hx не является анизотропным, то Hx —  
единственная замкнутая H-орбита с непустым мно-
жеством k-точек.

Л е м м а  2. Пусть X —  многообразие с действием 
k-редуктивной группы G с плотной орбитой. Пусть 
x ∈ Xk —  гладкая точка из замыкания открытой ор-
биты, тогда H изотропна.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим противное. 
Рассмотрим эквивариантное вложение G-инвари-
антной окрестности в X орбиты с редуктивным ста-
билизатором в пространство P(V). Пусть H —  ста-
билизатор прямой 〈 〉 ∈v P( ),V  поскольку H анизо-
тропна и, в частности, не имеет k-характеров, она 
также является стабилизатором v ∈V . Это также 

показывает, что стабилизатор v в группе G k× × (дей-

ствующей на аффинном конусе X̂  с открытой орби-
той) также равен H. Пусть Nx —  H-инвариантное 
дополнительное k-пространство в TxX к касатель-
ному пространству к орбите Tx(Gx). Имеем H-экви-
вариантное отображение X T Xx→ , которое этально 
в окрестности x (что легко следует из вычисления 
дифференциала). Тогда неприводимая компонента S 
прообраза Nx в X является H°-многообразием, глад-
ким в точке x (где H° —  неприводимая компонента 
единицы) и трансверсальным к Gx. Рассмотрим сле-
дующие отображения, этальные в окрестности точ- 
ки x:

 X G S G N
H H x← →° °* * .

Поскольку G имеет открытую орбиту в X, а оба мор-
физма конечны, H имеет открытую орбиту в k-век-
торном пространстве Nx, что противоречит анизо-
тропности H.

Комбинируя вышесказанное, условие сферич-
ности и лемму, получим, что множество ( )G P k/  лежит 
в объединении открытой и замкнутой H-орбиты, 
где открытая орбита имеет редуктивный анизотроп-
ный стабилизатор, а замкнутая орбита является 
многообразием флагов H H P/ ∩ . Тем самым по-
следняя орбита содержится в Z.

(iii) Пусть H содержит нетривиальный унипо-
тентный радикал, тогда по результату В. П. Плато-
нова [7, 30.3, Cor. A] (см. также [8, 10]) и кон-
струкции Бореля Титса [9] существует параболиче-
ская k-подгруппа P1 в G, такая, что H P⊂ 1, 
Rad Rad ,H P⊂ 1  H Pu u⊂ ( )1  (включение для унипо-
тентных радикалов). Пусть H an —  максимальная 
анизотропная подгруппа в H e. Поскольку мы инте-
ресуемся только H-орбитами, снабжёнными k-точ-
ками, из существования разложения Брюа 
( ) ( )G P P sP P P Pk u k k k k k/ / /= ∪  следует, что достаточ- 
но рассмотреть H-орбиты в клетках PsP/P и eP/P. 
Имеем следующие возможности: либо Z PsP P∩ ≠( )/  
≠ f, либо Z eP Pk = / .

Ти п  (U). Пусть H не содержит расщепимый тор. 
Поскольку H имеет открытую орбиту на P sP Pu / , 
то H an имеет открытую орбиту для действия сопря-
жениями на Pu/Hu. Но это невозможно, кроме слу-
чая Hu = Pu, поскольку иначе по предложению 2 эта 
орбита также замкнута, но в то же время содержит 
H an-неподвижную точку eHu в своём замыкании.

Тем самым множество P-орбит на G/H, облада-
ющих k-точками, состоит из двух орбит точек sH 
и eH (k-ранг этих орбит одинаков).

Ти п  (S). Пусть H содержит нецентральный рас-

щепимый тор. Предположим, что H Se ⊃  и P Hu u≠ . 
Если Z eP Pk = / , то Z состоит из множества H-не-
подвижных точек, а значит, Z содержится в непри-

водимой компоненте ( )G P S/ , которая является изо-
лированной S-неподвижной точкой eP/P. Пусть 
открытое в Z подмножество Z PsP P∩ /  непусто. Как 
и ранее, действие H сводится к действию He1 на Pu/Hu 
сопряжениями. Заметим, что действия H e1 и S ком-
мутируют, а S действует со строго положительными 
весами на pu/hu. Таким образом, S стягивает Pu/Hu 
к H e1-неподвижной точке. Отсюда следует, что S 
не может сохранять H an-орбиту ни одной k-точки 
Pu/Hu, поскольку эти орбиты замкнуты. Тем самым 
каждая Han-орбита точки из Pu/Hu, отличной от eHu, 
содержится в одномерном семействе замкнутых  
Han-орбит. Поскольку H e1 имеет открытую орбиту 
на Pu/Hu, семейство общих замкнутых H an-орбит 
одномерно. По предложению 7 все другие семейства 
замкнутых H an-орбит состоят только из конечного 
числа орбит, но орбитой с таким свойством может 
быть только Han-неподвижная точка eHu.

Множество P-орбит на G/H, обладающих k-точ-
ками, состоит из трёх орбит: открытой и двух орбит 
PeH и PsH меньшего ранга. В случае если расщепи-
мый тор централен, после сопряжения на элемент 
из Gk можно считать, что он совпадает с S, а груп- 
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па H лежит в Леви L. И рассуждения полностью 
аналогичны проведённым выше.

Действия редуктивных подгрупп на много-
образии флагов полупростой группы расщепимого 
ранга 1 обладают интересным свойством, которое 
мы назовём сильной k-стабильностью. Напомним 
хорошо известные результаты.

П р е д л о ж е н и е  5  [11]. Пусть H ⊂ G —  редук-
тивная группа, действующая на многообразии флагов 
G/P. Тогда компонента связности редуктивной группы 
ZG(H) действует транзитивно на неприводимых ком-
понентах множества неподвижных точек (G/P)H.

Приведём критерий стабильности В. Л. По-
пова [12] для алгебраически незамкнутых полей.

Те о р е м а  3. Пусть G —  связная редуктивная 
группа над k с тривиальной группой k-характеров. 
И пусть X —  аффинное нормальное абсолютно непри-
водимое G-многообразие над k, с группой классов  
k-дивизоров Вейля, состоящей из элементов конечного 
порядка. Пусть стабилизатор общей (над K) G-орбиты 
на X редуктивен, тогда действие стабильно.

Обозначим через P ′ максимальную квазианизо-
тропную подгруппу в P (равную LanPu).

С л е д с т в и е  1. Пусть H —  k-подгруппа в простой 
группе G расщепимого ранга 1 и пусть H не имеет  
k-характеров. Тогда действие H на G/P ′ стабильно.

П р е д л о ж е н и е  6. Пусть Hx —  анизотропный 
стабилизатор некоторой точки из (G/P)k. Тогда  
H-орбиты точек общего положения из множества 

( )G P H x/ ′  замкнуты.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть Hx —  анизотропна. 

Обозначим через ( ) { }G P H x/ ′ ∪ 0  аффинный конус 

над ( ) .G P H x/  Более того, Hx равно пересечению H 
и некоторой подгруппы, сопряжённой P, и тем са-
мым Pk-сопряжением можно добиться (для полей 
характеристики 0), что группа Hx содержится в ани-
зотропной части L (обозначаемой Lan). В частности, 
централизатор ZG(Hx) является редуктивным и со-
держит k-расщепимый тор ранга 1.

Итак, компонента связности множества непо-

движных точек ( )G P H x/  состоит в точности из един-

ственной полной Z HG x( )0-орбиты, которая является 
либо точкой, либо обобщённым многообразием 
флагов для группы ранга 1. Если ZH(Hx) не содержит 
расщепимый центральный тор, то действие ZH(Hx) 
на аффинном конусе над этим флаговым многооб-
разием стабильно.

Если ZH(Hx) содержит центральный расщепимый 
подтор, то Z H LH x( ) .⊂  Рассмотрим ограничение 

действия L на подмножество Y 0 (его аффинный 

конус Ŷ 0), полученное пересечением открытой 
клетки на G/P и её сопряжённой с помощью s. За-

метим, что любой вектор из Y�
0
 содержит старший 

и младший S-вес. В частности, любая S-орбита 
из этого подмножества замкнута. Поскольку орбиты 
анизотропной группы также замкнуты, легко видеть, 

что ZH(Hx)-орбиты из Ŷ 0 также замкнуты.

По критерию Луны ZH(Hx)-орбита точки 

y G P H x∈ ′( )/  замкнута G P/ ′ ∪ { },0  если и только если 
орбита Hy замкнута в G P/ ′ ∪ { },0  что доказывает 
предложение.

О п р е д е л е н и е  4. Назовём замкнутое H-под-
многообразие Y ⊂ X м а к с и м а л ь н ы м  k - л и с т о м, 
если оно не содержится в большем k-плотном под-
множестве, для которого размерность орбиты об-
щего положения равна размерности орбиты общего 
положения в Y.

С л е д с т в и е  2. Пусть �Y  —  аффинный конус над 
k-плотным H-многообразием Y ⊂ G/P, не содержа-
щимся ни в каком большем k-плотном подмножестве, 
для которого размерность орбиты общего положения 
равна размерности орбиты общего положения в Y. 
Тогда �Y  является стабильным.

Следующее предложение легко следует из суще-
ствования категорного фактора.

П р е д л о ж е н и е  7. Пусть X Y⊃  —  аффинные 
H-многообразия со стабильным действием. Тогда 
c Y c XH H( ) ( )< , если Y неплотно в X.

Заметим, что дополнение к H-орбите старшего 
вектора в G/P разлагается в конечное объединение 
G-многообразий в соответствии с типом класса со-
пряжённости редуктивного стабилизатора в H. По 

предложению 6 для каждого аффинного конуса Ŷ  

над максимальным k-листом Y имеем ̂ ( ˆ)ac YH <  

< ′c G PH ( ),/  а поскольку ̂ ( ˆ) ( )ac Y c YH H= + 1 (стаби- 
лизатор поднимается до стабилизатора вектора, бу-
дучи анизотропным), получаем c Y c G PH H( ) ( )< / .

С л е д с т в и е  3. Для k-плотного H-многообразия 
Y G P⊂ /  выполняется равенство c Y c G PH H( ) ( ),= ′/  
если и только если Y является орбитой старшего век-
тора и c G PH ( )/ = 0.

Наметим основную идею доказательства тео-
ремы 1 в случае локально-компактных полей. Для 
этого рассмотрим два рациональных фактора pQ: 
QY QY Q→ �  и Y Y P→ � . Для общей точки y Y∈  
слой ограничения отображения pQ на Y равен Qy Y∩ . 
Переходя к гладким открытым P-инвариантным 
k-подмножествам Y0 в Y, мы можем считать, что  
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P-орбиты в Y0 имеют одинаковую размерность, 
а слои pQ Y

, т.е. Qy Y∩ 0 гладки (возможно, приво-

димы). Из k-плотности Y следует, что y можно взять 
из Y Yk ∩ 0. Положим Z Qy Y: ,= ∩ 0  тогда имеем

П р е д л о ж е н и е  8. Для локально компактного 
поля k многообразие Z является гладким k-плотным и 
c Qy c ZP P( ) ( )≥ .

Включение Y QY⊂  индуцирует отображение 
Y P QY Q� �→ ,  при этом слой, содержащий об- 
раз y, соответствует общим P-орбитам в Qy Y∩ . От-
куда 

 c QY c Qy QY QP P( ) ( ) dim ,= + �
 c Y c Qy Y QY QP P( ) ( ) dim .= ∩ + �

По предложению 8 c QY c YP P( ) ( ).≥
Таким образом, теорема 1 следует из следующего 

утверждения.

П р е д л о ж е н и е  9. Пусть G —  полупростая 
группа расщепимого полупростого ранга 1, а H —  её 
k-подгруппа. Тогда для H-инвариантного k-плотного 
подмногообразия Z имеем c G P c ZH H( ) ( )/ ≥ .

Доказательство предложения в случае, когда H 
имеет редуктивный полупростой k-ранг один, сво-
дится к следствию 3, а в случае, когда радикал H 
нетривиален, использует идеи из случаев (U) и (S), 
разобранных выше.
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We annonce the results generalizing the Vinberg’s Complexity Theorem for the action of reductive group on an 
algebraic variety over algebraically non-closed field. Also we give new results on the strong k-stability for the ac-
tions on flag varieties.
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