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Будем рассматривать систему уравнений Вла-
сова—Пуассона для двукомпонентной плазмы в бес-
конечном цилиндре
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с начальными условиями
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и краевым условием Дирихле

 ϕ( , ) , , .x t x Q t T     = ∈ ∂ ≤ <0 0  (4)

Здесь Q G= × �, G ⊂ �2 — ограниченная область 

с границей ∂ ∈G C¥, ∂ = ∂ ×Q G �, f f x tβ β= ( , , )  v  — 
функция плотности распределения положительно 
заряженных ионов, если β = +1, и электронов, если 
β = −1, в точке x со скоростью v в момент времени t; 
ϕ ϕ= ( , )x t  — потенциал самосогласованного элект-
рического поля; ∇x и ∇v — градиенты по x и v соот-
ветственно; m+1 и m−1 — массы иона и электрона; 
e — заряд электрона; c — скорость света; B — индук-
ция внешнего магнитного поля; ( , )⋅ ⋅  — скалярное 

произведение в �3; [ , ]⋅ ⋅  — векторное произведение 
в R3.

Смешанные задачи для системы уравнений Вла-
сова—Пуассона в областях с границей описывают 
математическую модель двукомпонентной плазмы 
в термоядерном реакторе. В физике и математике 
уравнениям Власова уделяется значительное вни-
мание (см. [1, 2, 4–12] и имеющуюся там библио-
графию). Эти уравнения имеют приложения к мо-
делированию кинетики высокотемпературной плаз- 
мы, процессу управляемого термоядерного синтеза, 
астрофизике, а также к таким важным физическим 
явлениям, как эффект затухания Ландау [7] и др.

Задача Коши и вопросы существования глобаль-
ных классических решений для системы уравнений 
Власова—Пуассона рассматривались в работах [4, 
8, 9]. В областях с границей уравнения Власова ис-
следованы значительно меньше. Глобальным клас-
сическим решениям в случае полупространства 
посвящены работы [5, 6]. В общей постановке во-
прос о существовании классических решений сме-
шанных задач для системы уравнений Власова—Пу-
ассона является нерешённой проблемой [1].

Смешанные задачи для системы Власова—Пуас-
сона в бесконечном цилиндре и полупространстве 
исследовались в [10–12].

В случае бесконечного цилиндра уравнения Вла-
сова—Пуассона описывают кинетику высокотем-
пературной плазмы в пробочной ловушке. При по-
падании частиц плазмы на стенку вакуумной камеры 
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может произойти либо разрушение реактора, либо 
остывание плазмы и прекращение реакции. Поэтому 
важно обеспечить удержание плазменного шнура 
строго внутри реактора, что достигается с помощью 
достаточно большого магнитного поля. Математи-
чески это можно интерпретировать как исследова-
ние решений, носители которых лежат на некотором 
расстоянии от границы рассматриваемой области.

Данная работа посвящена исследованию разре-
шимости первой смешанной задачи для системы 
уравнений Власова—Пуассона в бесконечном ци-
линдре. Показано, что при достаточно большом 
магнитном поле характеристики уравнений Власова 
не пересекают границу рассматриваемой области. 
Получены новые достаточные условия существо-
вания и единственности решений, носители которых 
лежат строго во внутреннем цилиндре.

Введём некоторые функциональные простран-
ства.

Обозначим через C s n( )�  ( ( )),C Qs  s ≥ 0, n ∈�, 
пространство Гёльдера функций, непрерывных  

в �n Q ( ) и имеющих непрерывные производные  

в �n Q ( ) вплоть до k-го порядка, k s= [ ], с конечной 
нормой
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Пусть � �C k n( ), k n, , ∈�  — пространство непре-

рывно дифференцируемых функций в �n с компакт-
ными носителями.

Обозначим через C Qs
0 ( ), s ≥ 0, замыкание множе-

ства функций из C Qs( ) с компактными в Q  носите-
лями.

Будем обозначать ˆ ( )C Qs  пространство вектор-
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Введём банахово пространство C T C Qs([ , ], ( )),0 0    
s > 0, непрерывных функций [ , ]0  T   t � ϕ( , )⋅ ∈ t  

∈ C Qs
0 ( ) с нормой

 || || ||  ||ϕ ϕs T
t T

st, sup ( , ) .= ⋅
≤ ≤0

Рассмотрим также банахово пространство 

L T C Qs
1 00(( , ), ( )),   s > 0, измеримых по Лебегу функ- 

ций ( , )0  T   t t C Qs� ϕ( , ) ( )⋅ ∈ 0  с нормой
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Обозначим 
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 R > 0, s > 0.

О п р е д е л е н и е  1 . Вектор-функцию { , },ϕ β f  

ϕ σ∈ +C T C Q([ , ], ( )),0 0
2   f C Q Tβ ∈ × ×1 3 0( [ , ])�   мы 

назовём к л а с с и ч е с к и м  р е ш е н и е м  з а д а ч и 

(1)–(4), если { , }ϕ β f  удовлетворяет уравнениям (1), 
(2), начальным условиям (3) и краевому условию (4).

Пусть B x x x x rr ( ) { },0 3 0= ∈ − <� :  | |  B Br r= ( ),0  

| |B
r

r = 4

3

3π
 и G x G x Gd d= ′ ∈ ′ ∂ >{ dist( , ) },:   Q xd = ∈{  

∈ ∂ >Q x Q:  dist( , ) },d  где d > 0, ′ =x x x( , ).1 2  Предпо-
ложим, что G2d ≠ f.

Обозначим 0 0 0
= ∩ ×( ) ,Q B Bd k r  где d0, k0, k, 

r0 > 0 таковы, что 
3

2 80 0
d d k k d< < < − ,  r r0 < , 

Q Bd k0 0
∩ ≠ f.

Сформулируем теперь условия, которым должны 
удовлетворять магнитное поле B и начальные плот-

ности распределения f x0
β( , ). v

Ус л о в и е  1. Пусть B C Q∈ +ˆ ( )1 σ  и пусть B(x) = 
= (0, 0, h) для x Q∈ d/4, где
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d, r, R, h > 0 не зависят от x.

У с л о в и е  2.  Пусть f C0
1 6β σ∈ +� �( )  и пусть 

supp .f0 0
β ⊂ 
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Пусть ϕ σ∈ +M R2 ,  — заданная функция, тогда 
уравнение (2) с начальным условием (3) можно ре-
шить, используя метод характеристик. Для этого 
рассмотрим систему обыкновенных дифференци-
альных уравнений
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с начальными условиями
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где x Q∈ , v ∈�3.

Л е м м а  1 . Пусть выполняется условие 1. Тогда 
для любых ϕ σ∈ +M R2 , , x Q∈ 7 8d/  и v ∈ Br существует 

единственное решение ( ( , , ), ( , , ))X x V xϕ
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m
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В частности, это утверждение справедливо в слу-
чае T = ¥.

Рассмотрим теперь систему дифференциальных 
уравнений (5), (6) на интервале ( , ),0  t  0 < ≤t T , с на-
чальными условиями
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Л е м м а  2 . Пусть выполняется условие 1. Тогда 
для любых ϕ σ∈ +M R2 , ,  y Q∈ 7 8d/ , q B∈ r1
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Продолжая функции X y q tϕ
β τ( , , , ),    V y q tϕ

β τ( , , , )    
по непрерывности в τ = 0, мы будем полагать 
ˆ ( , , ) ( , , , ),X y q t X y q tϕ

β
ϕ
β     = 0  ˆ ( , , ) ( , ,V y q t V y qϕ

β
ϕ
β   =   

t, ). 0

Для произвольно заданного 0 < ≤t T  рассмотрим 
отображение 
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Рассмотрим вспомогательную задачу для урав-
нения Пуассона с условием Дирихле в бесконечном 
цилиндре:

 − = ∈∆u x f x x Q( ) ( ), ,    (11)

 u x x Q( ) , .= ∈ ∂0     (12)

Из теоремы 6.3 в [3] вытекает следующее утверж-
дение.

Л е м м а  5. Для любой функции f C Q∈ 0
σ( ) суще-

ствует единственное решение задачи (11), (12) 

u C Q∈ +
0
2 σ( ) и
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 || || || ||u c f
C Q C Q2 2+ ≤σ σ( ) ( )

,

где c2 0>  не зависит от f.

Основным результатом данного сообщения яв-
ляется следующая

Те о р е м а  1. Пусть выполняются условия 1 и 2. 
Предположим также, что выполняется следующее 
неравенство:

 4 1 2π σec c m R< ,

где c c1 2 0,  >  — константы из лемм 4, 5.

Тогда существует единственное классическое ре-
шение задачи (1)–(4) такое, что ϕ σ∈ +M R2 ,  и 

supp ( , , )f tβ ⋅ ⋅ ⊂ 0
1 для всех t T∈[ , ]0  .
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The first mixed problem for the Vlasov–Poisson system in an infinite cylinder is considered. This problem describes 
the kinetics of charged particles in a high-temperature two-component plasma under an external magnetic field. 
For an arbitrary electric field potential and a sufficiently strong external magnetic field, it is shown that the char-
acteristics of the Vlasov equations do not reach the boundary of the cylinder. It is proved that the Vlasov–Poisson 
system with ion and electron distribution density functions supported at some distance from the cylinder bound-
ary has a unique classical solution.
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