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Будем изучать решения уравнения
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порядка m ≥ 2, где q a:   [ , ) [ , )¥ ¥→ 0  и b ai :  [ , )¥ → 
→ R, i = 1, 2, ..., m - 1, принадлежат пространству 
L a¥ ¥, ([ , )),loc   а h:   ( , ) ( , )0 0¥ ¥→  —  непрерывная 
функция.

Важным частным случаем (1) является уравнение 
типа Эмдена—Фаулера
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где l —  некоторое вещественное число.

О п р е д е л е н и е  1  (см. [3]). Решение (1) назы-
вается б ы с т р о  р а с т у щ и м, если

 | ( |     при w t tm( ) ) .- → →1 ¥ ¥

Вопросы, рассмотренные в этом сообщении, ра-
нее исследовали в работах [1–5] для уравнений, 
не содержащих младшие производные.

Обозначим
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Ниже по умолчанию будем считать, что s > 1 
и q > 1 —  некоторые вещественные числа, выбор 
которых мы ничем не ограничиваем. Будем также 

предполагать, что существуют измеримая функ- 
ция f a:   [ , ) [ , )¥ ¥→ 0  и непрерывная функция 
g:   ( , ) ( , )0 0¥ ¥→  такие, что
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для почти всех t a∈[ , ) ¥  и
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для всех ζ ∈( , )0  ¥ .

Те о р е м а  1. Пусть
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и при этом
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Тогда уравнение (1) не имеет быстро растущих 
решений.

Те о р е м а  2. Пусть выполнены условия (3) и (4) 
и при этом

 ξm

a

f t dt-∫ <1 ( ) .
¥
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Тогда любое быстро растущее решение (1) удовле-
творяет оценке
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для всех достаточно больших t, где G -1 —  функция, 
обратная к
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а постоянные A > 0 и B > 0 зависят только от m, s, q 
и от предела в левой части (4).

Те о р е м а  3. Пусть выполнены условия (3)–(5) и
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для  всех  вещественных  чисел  e  > 0 из  некоторой 
окрестности  нуля. Тогда  уравнение  (1) не  имеет 
быстро растущих решений.

П р и м е р  1. Предположим, что l > 1,

 q t Qt k( ) ≥  (6)

и

 b t Bt i mi
si( ) , , , ..., ,≤ = -      1 2 1  (7)

для почти всех t a∈[ , ), ¥  где Q > 0 и B > 0 —  некото-
рые постоянные. Обозначим
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i m
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≤ ≤ -
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 (8)

Рассмотрим сначала случай z ≥ 0. Согласно теоре-
мам 1 и 3, если

 k m z≥ - - + -l( ) ,1 1

то уравнение (2) не имеет быстро растущих решений. 
С другой стороны, если

 k m z< - - + -l( ) ,1 1

то

 w t t z m k( ) ( )/( )= - - -l 1

является быстро растущим решением (2), где q и bi —  
непрерывные функции такие, что

 c t q t c tk k
1 2≤ ≤( )  (9)

и
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для всех t a∈[ , ) ¥  и некоторых постоянных c1 0>  
и c2 0> .

Предположим теперь, что z < 0. Согласно теоре-
мам 1 и 3, если

 k m≥ - - -l( ) ,1 1

то уравнение (2) не имеет быстро растущих решений. 
Чтобы убедиться в точности последнего неравенства, 
заметим, что в случае

 k m< - - -l( ) ,1 1

полагая

 w t t m k( ) ,( )/( )= + -1 l

получим быстро растущее решение (2), где q и bi —  
непрерывные функции, удовлетворяющие усло-
виям (9) и (10).

П р и м е р  2. Рассмотрим уравнение
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где m  > m и при этом q a:   [ , ) [ , )¥ ¥→ 0  и bi: 
[ , )a  ¥ → � —  локально ограниченные измеримые 
функции такие, что выполнены (6) и (7).

Пусть z ≥ 0, где z определено формулой (8). 
По теореме 1, если

 k z m≥ - ,

то уравнение (11) не имеет быстро растущих реше-
ний. В свою очередь, если

 k z m< - ,

то найдутся непрерывные функции q и bi, удовле-
творяющие условиям (9) и (10), для которых (11) 
имеет быстро растущее решение. В самом деле, возь-
мём максимальное i m∈ -{ , , ..., }1 2 1    такое, что

 z s m ii= + - .

Тогда требуемое решение определяется формулой
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и A > 0 —  достаточно большое вещественное число.

Пусть теперь z < 0. В соответствии с теоремой 1, 
если

 k m≥ - ,

то уравнение (11) не имеет быстро растущих реше-
ний. В то же время в случае

 k m< - ,
полагая

 w t e At k m m

( ) ,
( )/( )

=
- + -m

где A > 0 —  достаточно большое вещественное число, 
получим быстро растущее решение (11) для некото-
рых непрерывных функций q и bi, удовлетворяющих 
условиям (9) и (10).
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Те о р е м а  4. Предположим, что m = 2, l > 1, 
и пусть найдутся положительное решение дифферен-
циального неравенства

 ′′ + ′ ≤ b t( ) 0 (12)

и неотрицательные измеримые функции r и y такие, 
что
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для почти всех t a∈[ , ) ¥ , и при этом

 t t t t dt
a

r y ml( ) ( ) ( ) ,
-

∫ =
1

2
¥

¥

где

 m r y
s s

l( ) esssup .
( / , ) [ , )

t t
t t a

= +
∩

1 2

¥

Тогда уравнение (2) не имеет решений таких, что 
| |w  —  положительная монотонно неубывающая функция 
в окрестности бесконечности.

З а м е ч а н и е  1. Если w —  быстро растущее ре-
шение, то | |w , очевидно, является положительной 
монотонно возрастающей функцией в некоторой 
окрестности бесконечности. Таким образом, если 
справедливы условия теоремы 4, то уравнение (2) 
не имеет быстро растущих решений.

Те о р е м а  5. Предположим,  что  m ≥ 3, l > 1, 
и пусть найдутся положительное решение дифферен-
циального неравенства

 ′′ + ′ +
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и неотрицательные измеримые функции r и y такие, 
что выполнены (13) и (14) и при этом
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Тогда уравнение (2) не имеет быстро растущих 
решений.

Если существуют постоянные B > 0 и d > 0 такие, 
что

 b t Bt( ) ≤ - -1 d (16)

для почти всех t a≥ , то, полагая

 ( ) , ,t e d
a

t

= < <
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∫ τ e
τ e d   0

будем иметь решение как неравенства (12), так и не-
равенства (15) на промежутке [ , )*a  ¥  для некоторого 
a a* [ , ).∈  ¥  Тем самым, заменяя в случае необходи-
мости a на a*, получим согласно теоремам 4 и 5 сле-
дующее

С л е д с т в и е  1. Пусть l > 1, выполнено (16) и при 
этом
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Тогда уравнение (2) не имеет быстро растущих 
решений.

Те о р е м а  6. Предположим, что m = 2, l > 1, 
и пусть найдутся положительное решение неравенства 
(12) и неотрицательные измеримые функции r и y 
такие, что выполнены (13) и (14), и при этом
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Тогда уравнение (2) не имеет решений таких, что 
| |w  —  положительная монотонно не убывающая функ- 
ция в окрестности бесконечности.

Те о р е м а  7. Предположим,  что m ≥ 3, l > 1, 
и пусть найдутся положительное решение неравен-
ства (15) и неотрицательные измеримые функции r 
и y такие, что выполнены (13) и (14), и при этом
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Тогда уравнение (2) не имеет быстро растущих 
решений.

С л е д с т в и е  2. Пусть l > 1, выполнено (16) и при 
этом
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Тогда уравнение (2) не имеет быстро растущих 
решений.

З а м е ч а н и е  2. В случае m = 2 выполнение 
условий любого из следствий 1 или 2 гарантирует 
также, что уравнение (2) не имеет решений, для 

которых | |w  —  положительная монотонно неубыва-
ющая функция в окрестности бесконечности.
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For high-order ordinary differential equations containing terms with lower order derivatives, sufficient conditions 
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