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Одной из классических проблем на стыке экс-
тремальной комбинаторики и теории кодирования 
является задача отыскания максимальных мощно-
стей совокупностей векторов с заданными ограни-
чениями на величины попарных скалярных произ-
ведений (хэмминговых расстояний). Такую задачу 
зачастую удобно выражать в терминах так называ-
емых дистанционных графов и их чисел независи-
мости. Под дистанционным графом в Rn мы пони-
маем граф, у которого вершины — точки n-мерного 
евклидова пространства, а рёбра —  пары точек, от-
стоящих друг от друга на расстояние из некоторого 
множества A положительных чисел. Числом неза-
висимости графа G называется максимальная мощ-
ность a(G) независимого множества вершин, т. е. 
такого множества, в котором вершины попарно 
не соединены рёбрами. Например, в таких терминах 
задача о равновесных двоичных кодах, исправляю-
щих ошибки, — это задача о числе независимости 
графа с вершинами из {0, 1}n, в каждой из которых 
одно и то же число r единиц, и рёбрами, возникаю-
щими тогда и только тогда, когда скалярное произ-
ведение векторов, отвечающих вершинам, принад-
лежит множеству  = + -{ , , ..., }s s r   1 1  с некото- 
рым s, определяемым по числу исправляемых оши-
бок. Скажем, классическая теорема Эрдёша—Ко—
Радо (см. [1]) в этих обозначениях говорит о числе 
независимости так называемого кнезеровского 

графа, у которого в точности такие же вершины, как 
в примере с кодами, исправляющими ошибки, 
а рёбра возникают тогда и только тогда, когда ска-
лярные произведения вершин-векторов равны нулю.

В недавних работах [2, 3] найдены числа незави-
симости графов G V En n n= ( , ),  у которых Vn ⊂ {-1, 
0, 1}n, причём длина каждой вершины-вектора равна 

3 (в каждой вершине три ненулевых координаты), 
а рёбра задаются скалярным произведением еди-
ницы. В настоящей работе нам удалось получить 
асимптотическое решение аналогичной задачи для 

случая, когда вместо 3 рассматривается r  с про-
извольным r ≥ 5. Справедлива

Те о р е м а  1. Пусть r ≥ 5. Положим
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При n → ¥ выполнены неравенства
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Отметим, что рассматриваемая проблематика 
тесно связана с классической задачей Нелсона—Ха-
двигера о раскраске пространства (см. [4]). Стоит 
также отметить недавние близкие работы [5–15].

Обоснуем нижние оценки в теореме. Верхние 
оценки требуют более сложного анализа, который 
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в настоящем сообщении нет возможности про-
вести.

ДОКАЗАТЕЛЬСТВА  
НИЖНИХ ОЦЕНОК

1. Случай r > 5

Возьмём множество векторов, у которых на пер-
вых двух позициях стоят единицы и все остальные 
ненулевые координаты равны единице. Количество 

таких векторов равняется Cn
r
-
-

2
2. Очевидно, что ска-

лярное произведение любых двух таких векторов 
не меньше двух. Теперь возьмём второе множество 
векторов, у которых на первых двух позициях стоит 
по -1 и все остальные ненулевые координаты 
равны -1. Количество таких векторов тоже равняется 

Cn
r
-
-

2
2, и скалярное произведение любых двух векторов 

из второго множества не меньше двух. Векторы 
из разных множеств дают в скалярном произведении 
меньше -1, т. е. множество векторов, состоящее 
из этих двух множеств, является независимым, а его 

мощность равна 2 2
2Cn

r
-
- .

2. Случай r = 5

Разобьём множество координат (кроме первых 
трёх) на три почти равные (отличающиеся не более 

чем на единицу) части 


если n ≡ 0 3 (mod ),  то все  

три части содержат по 
n - 3

3
 координаты; если 

n ≡ 1 3 (mod ),  то части содержат 
n - 4

3
, 

n - 4

3
, 

n - 1

3
 

координаты соответственно; в оставшемся случае 

координаты распределяются так: 
n - 5

3
, 

n - 2

3
, 

n - 


2

3
. 

Обозначим части буквами A, B и C. Будем говорить, 
что ненулевая координата вектора лежит в X +, где 
X A B C∈ { , , },   если её номер находится в X и сама 
она положительна. Аналогично с X -.

Возьмём всевозможные векторы, у которых 
на первых трёх позициях стоят {1, -1, 0}, а остальные 
три ненулевые координаты распределены так: либо 

все три лежат в A B+ +∪ , либо две лежат в A B+ +∪ , 
а третья —  в C +. Назовём это множество векторов 
первым.

Теперь возьмём всевозможные векторы, у кото-
рых на первых трёх позициях стоят {-1, 0, 1}, 
а остальные три ненулевые координаты располо-
жены следующим образом: либо все три лежат 

в B C- +∪ , либо две лежат в B C- +∪ , а третья —  в A-. 
Это множество векторов назовём вторым.

Наконец построим третье множество векторов. 
На первых трёх координатах поставим {0, 1, -1}, 
а остальные три ненулевые координаты расположим 

так: либо все три в A C- -∪ , либо две в A C- -∪ , 
а третья —  в B+.

Заметим, что векторы из одного множества 
имеют скалярное произведение, не меньшее двух 
(за счёт первых трёх позиций), а у векторов из раз-
ных множеств первые три координаты в скалярном 
произведении дают -1, тогда как на остальных по-
зициях у них не больше одной общей координаты 
одного и того же знака, т. е. их скалярные произве-
дения не превосходят нуля.

Таким образом, множество векторов, состоящее 
из первого, второго и третьего множеств, является 
независимым, а его мощность как раз равна 
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Вырожденными краевыми условиями спект-
ральной задачи называют такие краевые условия, 
для которых характеристический определитель тож-
дественно равен константе [1, с. 35]. Прямые 
и обратные задачи с невырожденными краевыми 
условиями достаточно хорошо изучены (см., напри-
мер, [2, 3]). Вырожденные краевые условия иссле-
дованы меньше. Хорошо известен, пожалуй, лишь 
пример М. Х. Стоуна дифференциального оператора 
второго порядка, для которого спектр заполняет всю 
комплексную плоскость [4]. В 1927 г. Стоуном было 
показано, что если потенциальная функция q x( ) 
является симметрической (т. е. q x q x( ) ( )= -p ) и a = 1, 
то любое комплексное число является точкой 
спектра краевой задачи

 
- ′′ + = ± =

′ ′ =
y q x y y y ay

y ay
( ) , ( ) ( ) ,

( ) ( ) .
l p

p
   0 0

0 0∓
 

(1)

Таким образом, спектр этой краевой задачи пол-
ностью заполняет всю плоскость.

Первые результаты для дифференциальных опе-
раторов произвольного чётного порядка n были по-
лучены в 1982 г. в работе В. А. Садовничего и Б. Е. Кан-

гужина [5] (см. также работу Джона Локкера [6]). 
В [5] было показано, что для любого чётного порядка 
существуют дифференциальные операторы, спектр 
которых заполняет всю комплексную плоскость. 
Эти краевые условия имели вид

 
U y y y

j n
j

j j j( ) ( ) ( ) ( ) ,
, , ..., .

( ) ( )= + - =
=

- - -1 1 10 1 1 0

1 2   

В статье А. С. Макина [7], вышедшей в 2018 г., 
показано, что для дифференциальных уравнений 
чётного порядка n при d ≠ ±1 краевые условия

 
U y y d y

j n
j

j j j( ) ( ) ( ) ( ) ,
, , ..., ,

( ) ( )= + ⋅ - =
=

- - -1 1 10 1 1 0

1 2   

также являются вырожденными, но в этом случае 
соответствующая краевая задача не имеет спектра 
( ( ) const )∆ l ≡ = ≠C 0 .

В [8] показано, что вырожденные краевые усло- 
вия существуют и для краевых задач с дифференци-
альным уравнением любого нечётного порядка. Не-
которые вопросы, связанные с вырожденными крае-
выми условиями, рассмотрены также в работах 
[9–11].

В [12] описаны все вырожденные краевые 
условия для задачи Штурма—Лиувилля. Точнее, 
показано следующее: если q x q x( ) ( )≠ -p  на неко-
тором интервале из отрезка [0, p], то случай ∆( )l ≡ 0 
невозможен, и единственно возможными вырож-
денными краевыми условиями являются условия 
Коши y y( ) ( )0 0 0= ′ =  и y y( ) ( ) .p p= ′ = 0  Если 
q x q x( ) ( ),= -p  то случай ∆( )l ≡ 0 реализуется тогда 
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и только тогда, когда краевые условия (1) при n = 2 
являются ложнопериодическими краевыми усло-
виями (1) с a = 1, а случай ∆( )l ≡ ≠C 0  — тогда 
и только тогда, когда краевые условия (1) при n = 2 
являются обобщёнными условиями Коши (1) с a ≠ 1.

В настоящей работе показано, что если рассмат-
ривать задачу Штурма—Лиувиля не на отрезке, 
а на звездообразном графе с рёбрами одинаковой 
длины, то множество краевых задач, спектр которых 
заполняет всю плоскость, не ограничивается двумя 
примерами. Это множество на звездообразном графе 
гораздо богаче. Оно является бесконечным (конти-
нуумом). Только для одного из частных случаев мно-
жество краевых задач, спектр которых заполняет 
всю плоскость, состоит из 18 классов, каждый из ко-
торых содержит от двух до четырёх произвольных 
констант.

Обозначим через L следующую задачу Штурма—
Лиувилля на звездообразном геометрическом графе 
из трёх рёбер с общей точкой в нуле:

 ly y q x y y s y ii i i i i= - ′′+ = = =( ) , , , ,l 2 1 2 3      (2)

  y y y y y y1 2 3 1 2 30 0 0 0 0 0 0( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( ) ,= = ′ + ′ + ′ =    (3)

 
a y l a y l a y l a y l

a y l a
i i i i

i i

1 1 1 2 2 2 3 3 3 4 1 1

5 2 2 6

( ) ( ) ( ) ( )
( )

+ + + ′ +
+ ′ + ′ yy l3 3 0( ) ,=

 
(4)

где вещественная функция q x Li( ) ( , ),∈ 1 0  p  aij (i = 1, 
2, 3, j = 1, 2, ..., 6) —  комплексные постоянные.

Обозначим матрицу, составленную из коэффи-
циентов aij краевых условий (4) через A; её миноры, 
составленные из l-го, m-го и n-го столбцов, — через 
Aklm:

 

A
a a a a a a
a a a a a a
a a a a a a

A

=
11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

31 32 33 34 35 36

,

llmn

l m n

l m n

l m n

a a a
a a a
a a a

=
1 1 1

2 2 2

3 3 3

.

 (5)

На протяжении всей работы будем считать, что 
выполняется условие

 rank .A = 3  (6)

Задача состоит в том, чтобы найти коэффици-
енты aij вырожденных краевых условий (4).

Характеристическим определителем задачи L 
является функция

 ∆( ) ,l =
< <
∑ A Zlmn lmn

l m n

 (7)

где Zlmn —  это некоторые функции от l, связанные 
с линейно независимыми решениями уравнения (2).

Если li (i = 1, 2, 3) различны, то из асимптотиче-
ских соотношений для линейно независимых реше-
ний уравнения (2) [13, c. 62–65] следует линейная 
независимость функций Z124 = Z236, Z125 = -Z136, 
Z134 = -Z235, Z145 = Z356, Z146 = -Z256, Z245 = -Z346, Z126, 
Z135, Z234, Z126, Z135, Z234, Z156, Z246, Z345.

Из этих же асимптотических соотношений сле-
дует, что тождество

 ∆( )l ≡ ≡ ≠
< <
∑ A Z Clmn lmn

l m n

0 (8)

невозможно, а тождество

 ∆( )l ≡ ≡
< <
∑ A Zlmn lmn

l m n

0 (9)

возможно только тогда, когда

 

A A A A A A
A A

A A

124 236 125 136 134 235

123 456

145 356

0
0 0

+ = - = - =
= =

+

,
, ,   

== - = - =
= = = = = =

=

A A A A
A A A A A A

A

146 256 245 346

126 135 234 126 135 234

15

0,

66 246 345 0= = =A A .

 (10)

Известно, что числа Ai i i1 2 3
 являются минорами 

матрицы A тогда и только тогда, когда выпол-
няются соотношения Плюккера [14], где даются 
обоб щения правила Крамера на случай матриц 
m × n. Для матрицы A размера 3 × 6 эти соотноше-
ния таковы:

A A A A A A

A A
i i i i i i i i i i i i i i i i i i

i i i i i

1 4 5 1 2 3 1 4 3 1 2 5 1 5 3 1 2 4

1 4 6 1

0- + = ,

22 3 1 4 3 1 2 6 1 6 3 1 2 4

1 5 6 1 2 3 1 5

0i i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i

A A A A

A A A

- + =
-

,

33 1 2 6 1 6 3 1 2 5

2 4 5 1 2 3 2 4 3 1 2 5

0A A A

A A A A A
i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i i

+ =
- +

,

ii i i i i i

i i i i i i i i i i i i i i i i i

A

A A A A A A
2 5 3 1 2 4

2 4 6 1 2 3 2 4 3 1 2 6 2 6 3 1

0=
- +

,

22 4

2 5 6 1 2 3 2 5 3 1 2 6 2 6 3 1 2 5

3

0

0
i

i i i i i i i i i i i i i i i i i i

i i

A A A A A A

A

=
- + =

,

,

44 5 1 2 3 2 4 3 1 3 5 2 5 3 1 3 4

3 4 6 1 2 3

0i i i i i i i i i i i i i i i i

i i i i i i

A A A A A

A A

- + = ,

-- + =
-

A A A A

A A A A
i i i i i i i i i i i i

i i i i i i i i i i

2 4 3 1 3 6 2 6 3 1 3 4

3 5 6 1 2 3 2 5 3

0,

11 3 6 2 6 3 1 3 5

4 5 6 1 2 3 1 2 4 3 5 6 1

0i i i i i i i i

i i i i i i i i i i i i i i

A A

A A A A A

+ =
- +

,

22 5 3 4 6 1 2 6 3 4 5
0i i i i i i i i i iA A A- = ,

 (11)

где (i1, i2, i3, i4, i5, i6) — такая перестановка, что 
Ai i i1 2 3

0≠ .

Предположим, что A124 1 0= ≠ , тогда из пятого 
равенства (11) и (10) следует, что A236A124 = 0, 
A124 + A236 = 0. Отсюда A124 = 0. Получили противо-
речие.

Аналогично предположив, что какое-нибудь 
из Aijk ≠ 0, из равенств (10) и (11) получим, что Aijk = 0. 
Отсюда следует, что в случае когда li различны, все 
миноры третьего порядка матрицы A обращаются 
в нуль, что противоречит условию (6). Следова-
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тельно, тождество ∆( )l ≡ 0 невозможно и справед-
лива следующая

Те о р е м а  1. Если li (i = 1, 2, 3) различны, то кра-
евая задача (2)–(4) не имеет вырожденных краевых 
условий.

Если li = l и q x q xi( ) ( )=  (i = 1, 2, 3), то линейно 
независимыми будут функции Z126 = -Z135 = Z234, 
Z156 = Z246 = Z345, Z124 = Z356 = Z256 = Z245 = -Z146 = -Z346, 
Z145 = Z356 = Z256 = Z245 = -Z146 = -Z346. Отсюда следует, 
что тождество (8) невозможно, а тождество (9) воз-
можно только тогда, когда выполняются равен-
ства (11) и

 

A A A A A A
A A A A

124 236 125 235 136 134

123 126 135 234

0
0 0

+ + + - - =
= - + =

,
,    ,,

,
,

A A A A A A
A A A A

145 356 256 245 146 346

456 156 246 345

0
0

+ + + - - =
= - +   == 0.

 (12)

Уравнения (11) и (12) образуют систему уравне-
ний на миноры матрицы A, для которых выполня-
ется тождество (9). Уравнения (11) зависят от того, 
какой из миноров Aijk отличен от нуля.

Если A124 1 0= ≠ , то получим 18 решений сис-
темы уравнений (11), (12), одним из которых явля-
ется следующее:

 

A C A A A
A A C

125 1 126 134 135

136 145 3

1 0 0
0

= - = = =
= =

, , , ,
, ,

         
          
         

A A C
A A C A A

146 156 3

234 235 1 236 24

0
1 1

= = -
= - = = -

, ,
, , , 55 2

246 256 2 345 3 346

356 3

= 0, = , = , = 0,
= .

=
-

-

C
A A C A C A

A C

,
         

Здесь C1, C2, C3 —  произвольные константы.

По найденным минорам можно найти матрицу 
коэффициентов краевых условий и сами краевые 
условия (см. [14]).

Если x = ( , , , , , )x x x x x x1 2 3 4 5 6      —  произвольная 
строчка искомой матрицы A, то она должна удовле-
творять условию (6): 

 rank

a a a a a a
a a a a a a
a a a a a a

11 12 13 14 15 16

21 22 23 24 25 26

31 32 33 34 35 36

xx x x x x x1 2 3 4 5 6

3= .

Поскольку A124 0≠ , то окаймляющие его миноры 
четвёртого порядка должны быть равны нулю. От-
сюда получаем

 

a a a a
a a a a
a a a a
x x x x

11 12 13 14

21 22 23 24

31 32 33 34

1 2 3 4

=

  = - ⋅ + ⋅ - ⋅ + ⋅ =x A x A x A x A1 234 2 134 3 124 4 123 0, (13)

  

a a a a
a a a a
a a a a
x x x x

x A x

11 12 14 15

21 22 24 25

31 32 34 35

1 2 4 5

1 245 2

=

= - ⋅ + ⋅ AA x A x A145 4 125 5 124 0- ⋅ + ⋅ = ,

 

(14)

  

a a a a
a a a a
a a a a
x x x x

x A x

11 12 14 16

21 22 24 26

31 32 34 36

1 2 4 6

1 246 2

=

= - ⋅ + ⋅ AA x A x A146 4 126 6 124 0- ⋅ + ⋅ = .

 

(15)

Поскольку A124 0≠ , то можно считать, что A124 1= . 
Кроме того, A123 0= . Подставив эти значения ми-
норов и решение 2 в уравнения (13)–(15), получим 
систему уравнений

 
x x

x C x C x C x
x x

1 3

1 2 2 3 4 1 5

4 6

0
0

0

- =
- + ⋅ + ⋅ + =

- + =

,
,

.
 (16)

Учитывая равенства (16) и то, что A124 = 1, в ка-
честве линейно независимых строк можно выбрать 
строки с элементами

 
x x x x x C x

x x
1 2 4 3 5 2 6

1 2

1 0 0 1 0
0 1

= = = = = =
= =

, , , , , ,
,

               
   ,, , , , ,

, , ,
            

       
x x x C x

x x x
4 3 5 3 6

1 2 4

0 0 0
0 0 1

= = = - =
= = =          x x C x3 5 1 60 1= = - =, , .

Следовательно, искомые вырожденные краевые 
условия имеют следующий вид:

 
y l y l C y l

y l C y l
y l C y l y

1 3 2 2

2 3 2

1 1 2

0
0

( ) ( ) ( ) ,
( ) ( ) ,

( ) ( )

+ + ′ =
- ′ =

′ - ′ + ′33 0( ) .l =
Аналогично получаются остальные 17 классов ре-
шений.

Таким образом, справедлива следующая

Те о р е м а  2. Если li = l (i = 1, 2, 3) и q x q xi( ) ( ),=  
то для краевой задачи (2)–(4) тождество (8) невоз-
можно, а тождество (9) возможно для бесконечного 
числа задач (2)–(4). В частности, при A124 1 0= ≠  
множество вырожденных краевых условий на звездо-
образном графе состоит не из двух задач, как в случае 
задачи Штурма—Лиувилля, заданной на отрезке, 
а из 18 классов, каждый из которых содержит от двух 
до четырёх произвольных констант.
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The boundary conditions of the Sturm—Liouville problem defined on a star-shaped geometric graph of three 
edges are studied. It is shown that if the lengths of the edges are different, then the Sturm—Liouville problem does 
not have degenerate boundary conditions. If the lengths of the edges and the potentials are the same, then the 
characteristic determinant of the Sturm—Liouville problem can not be equal to a constant different from zero. 
But the set of Sturm—Liouville problems for which the characteristic determinant is identically equal to zero is 
an infinite (continuum). In this way, in contrast to the Sturm—Liouville problem defined on an interval, the set 
of boundary-value problems on a star-shaped graph whose spectrum completely fills the entire plane is much 
richer. In the particular case when the minor A124 for matrix of coefficients is nonzero, it does not consist of two 
problems, as in the case of the Sturm—Liouville problem given on an interval, but of 18 classes, each containing 
two to four arbitrary constants.

Keywords: degenerate boundary conditions, Sturm—Liouville problem, geometric star-shaped graph.
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