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1. УРАВНЕНИЯ  
ВЛАСОВА—ПУАССОНА—ПУАССОНА

Динамика электрически заряженных космиче-
ских пылевых облаков [1] изучается с использова-
нием уравнения Власова для плотности распреде-
ления частиц [2] в форме уравнения Власова—Пу-
ассона—Пуассона [3]. Движение частиц рассматри-
вается в неинерциальной системе координат в огра-
ниченной плоской круговой постановке задачи 
четырёх тел [4–6]. Начало О системы координат 
находится в центре масс системы Земля—Луна, ось 
Ox направлена от Земли к Луне, ось Oy перпендику-
лярна Ox и лежит в плоскости круговых относи-
тельно центра масс орбит Земли и Луны. Ось Oz 
дополняет систему координат до правой тройки. 
Система координат вращается с постоянной угловой 
скоростью ω ω= ez .  В качестве единиц массы 
и длины выберем (как обычно) суммарную массу 
Земли и Луны и расстояние между ними. Пусть m —  
масса Луны (M), (1 - m) — масса Земли (E). Коорди-

наты точек E(-m, 0, 0), M((1 - m), 0, 0). В ограни-
ченной круговой задаче трёх тел треугольные точки 
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m; ; .  В этих точках под действием сил 

притяжения к Земле и Луне и сил инерции грави-
тирующая точка бесконечно малой массы находится 
в устойчивом относительном равновесии во враща-
ющейся системе координат, если выполнено условие 
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- <  что имеет место для системы Земля—

Луна. Мы будем изучать движение в окрестности 
точки либрации точечных масс ma с координатами 
ra a a a= ( , , ),x y z   обладающих зарядами ea. Эти час-
тицы индуцируют самосогласованные гравитаци-
онное и электрическое поля. На каждую частицу 
действуют силы притяжения к Земле и к Луне, 
а также силы инерции от переносного и кориолисого 
ускорений. Внешний гравитационный потенциал 
точки с индексом a
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суть расстояния от точки до Земли и Луны, g —  гра-
витационная постоянная. Электростатический по-
тенциал точки с индексом a обозначим ja, а грави-
тационный потенциал обозначим ua.
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Рассмотрим функцию Лагранжа частиц
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где кинетическая энергия точки с массой ma
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Для вывода уравнений Власова—Пуассона—Пу-
ассона самогравитирующих заряженных частиц 
к действию частиц добавляют поля и варьируют 
специальным способом: сначала по частицам, по-
лучая уравнения движения частиц в заданных полях 
и переходя к уравнению Лиувилля, потом по полям, 
переписывая действие частиц через функцию рас-
пределения [3, 7–9]. Рассмотрим действие
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Здесь e0 —  диэлектрическая проницаемость вакуума.

Переходя к каноническим импульсам p
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= ( , , ),p p px y z   запишем функцию Гамильтона
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Перепишем функцию действия, переходя 
к функции распределения fa(r, p, t) —  плотности 
распределения частиц массы ma, заряда ea в фазовом 

пространстве r R p R∈ ∈3 3,  :
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Варьируя это по u и j, получим систему уравне-
ний Власова—Пуассона—Пуассона в неинерциаль-
ной системе координат для плазмы с гравитацией 
во внешнем гравитационном поле:
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2. СТАЦИОНАРНЫЕ РЕШЕНИЯ

Стационарные решения уравнения Власова 
ищутся в виде функции от интегралов движения. 
Пусть функции распределения есть функции 
от обобщённой энергии и имеют вид
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где ga —  произвольные неотрицательные функции. 
В этом случае первое уравнение системы Власова—
Пуассона—Пуассона удовлетворяется. В итоге по-
лучаем систему нелинейных эллиптических урав-
нений на потенциалы u и j:
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Корректность граничной задачи Дирихле или 
Неймана для нелинейного эллиптического уравне-
ния ∆w w= ψ( ), где ψ( )w  —  действительная функция 

от w, зависит от знака производной 
d

dw

ψ
. При неот-

рицательной производной эта задача корректна. 
В противном случае существуют глобальные реше-

ния. Для определения знака производной 
∂
∂
Φ
j

 про-

ведём вычисления аналогично [3, 10, 11], предвари-
тельно произведём каноническую замену перемен-
ных к новым импульсам b p r= + ×ma( ).w  Тогда 
производная
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где S3 —  это площадь двумерной сферы. Аналогич-

ное вычисление производной 
∂
∂
U

u
 даёт противопо-

ложный знак. Поэтому граничная задача некор-
ректна.

Рассмотрим простейший случай N = 1. Тогда 
m m ma = =1 , e e ea = =1 . Уравнения Пуассона при-
нимают вид
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Перепишем их в следующем виде:

 ∆( ) ,e g j0 0eu m+ =

 ∆( ) ( ) .mu e m e gd+ = - ∫j g e2
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Проводя аналогичное исследование, получим, 
что условия разрешимости последнего уравнения 

зависят от знака величины ( ).g em e2
0

2-  Граничная 

задача корректна, если m e2
0

2g e<  [12]. Это случай, 
когда силы тяготения меньше электростатических 
сил отталкивания, т.е. если масса меньше критиче-
ской массы
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Нас интересует более общая ситуация, когда 
N > 1. Если массы частиц достаточно малы, скажем,

 m
e

a
ae
g

�
2

0 ,

тогда гравитационным полем u можно пренебречь 
и рассматривать задачу о существовании стацио-
нарных решений в неинерциальной системе коор-
динат для заряженных частиц под действием внеш-
него гравитационного и самосогласованного элект-
ростатического поля. Для этого случая мы показали 
корректность граничной задачи. Итак, оказалось, 
что критическая масса имеет смысл фазового пере-
хода. Для тел, скажем, в десять раз больших этой 
массы можно пренебрегать электростатикой. Для 
тел в десять раз меньших этой массы можно прене-
брегать гравитацией. И только в диапазоне проме-
жуточных масс необходимо рассматривать обе силы 
совместно.

3. ЧИСЛЕННОЕ МОДЕЛИРОВАНИЕ

Для N = 2 исследуем поведение совокупности 
заряженных частиц с нормальным распределением 
по координатам и по скоростям в начальный момент. 
В первом случае рассматриваются частицы одина-
ковой массы и противоположных зарядов: m1 = m2, 
e1 = -e2 (рис. 1). Во втором случае масса положи-
тельно заряженных частиц в 1000 раз больше массы 
отрицательно заряженных частиц: m m1 21000= ,  

1,0Е-02   262/324 t = 15,60 1,0Е-02   230/324 t = 16,00 1,0Е-02   270/324 t = 16,40

1,0Е-02   280/324 t = 16,80 1,0Е-02   260/324 t = 17,20 1,0Е-02   231/324 t = 17,60

Рис. 1.
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e e1 = + , e e2 = -  (рис. 2). В обоих случаях образуется 
периодически изменяющееся множество заряжен-
ных частиц в ограниченной окрестности точки ли-
брации. При этом во втором примере более тяжёлые 
положительно заряженные частицы скапливаются 
в малой окрестности точки либрации, а более лёг-
кие —  отрицательно заряженные —  разлетаются 
достаточно далеко. Это исследование дополняет 
объяснение проблемы существования облаков Кор-
дылевского.

Источник финансирования. Работа выполнена при 
финансовой поддержке Министерства образования 
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1,0Е-02   285/324 t = 15,60 1,0Е-02   264/324 t = 16,00 1,0Е-02   284/324 t = 16,40

1,0Е-02   315/324 t = 16,80 1,0Е-02   287/324 t = 17,20 1,0Е-02   261/324 t = 17,60

Рис. 2.
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A derivation of the Vlasov—Poisson—Poisson equation is proposed for studying stationary solutions of a system 
of gravitating charged particles in vicinity of triangular libration points (Kordylevsky cloud). Stationary solutions 
are sought as functions of integrals, which leads to elliptic nonlinear equations for the potentials of the gravitational 
and electrostatic fields. This gives a critical mass: for bodies with large masses dominates gravitation forces, and 
for bodies with smaller masses — electrostatic forces.

Keywords: gravitating charged particles, boundary problem, Kordylevsky clouds.
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