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МЕХАНИКА

Ускорение в неголономных системах, которое 
достигается с помощью изменения различных 
массо-динамических параметров, играет важную 
роль не только с точки зрения фундаментальных 
исследований, но и в различных приложениях. 
В частности, его изучение является одной из задач 
управления различными роботами. Недавно был 
получен ряд новых результатов в связи с ускорением 
саней Чаплыгина (являющихся простейшим при-
мером колёсного робота), которое достигается с по-
мощью изменения положения центра масс или ги-
ростатического момента [1–3].

Задача об ускорении шара (сфероробота) является 
существенно более сложной и до сих пор не была 
решена. Она имеет большую размерность и больше 
возможностей изменения различных параметров. 
В данной работе мы начинаем исследование этой 
задачи. Нами предложен механизм ускорения шара 
с помощью изменения его гиростатического мо-
мента, а также высказана гипотеза насчёт общего 
механизма ускорения шаров. Кроме того, сформу-
лированы дальнейшие более сложные задачи об опи-
сании этого механизма ускорения и его теоретиче-
ского исследования. К сожалению, эти вопросы 
до сих пор не решены, поскольку результаты работы 
имеют в основном численный характер.

УРАВНЕНИЯ ДВИЖЕНИЯ

Рассмотрим качение динамически несимметрич-
ного неуравновешенного шара по горизонтальной 
плоскости в рамках модели резинового тела [4–7] 
(рис. 1), т.е. будем полагать, что отсутствует про-
скальзывание в точке контакта, а вертикальная со-
ставляющая угловой скорости равна нулю. Обо-
значим R и m радиус и массу шара, a = (a1, a2, a3) —  
вектор смещения центра масс шара относительно 
геометрического центра, I = diag(I1, I2, I3) —  цент-
ральный тензор инерции шара. Будем полагать, что 
внутри шара установлены некомпланарные роторы, 
создающие переменный гиростатический момент 
K(t), но не влияющие на распределение масс в сис-
теме.

Для описания динамики волчка введём две сис-
темы координат: неподвижная система OXYZ с ортами 
a, b, g; подвижная система Cxyz с ортами e1, e2, e3, 
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Рис. 1. Схематическая модель волчка Чаплыгина 
на плоскости.
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жёстко связанная с телом, начало координат которой 
совпадает с центром масс тела. В дальнейшем пола-
гаем, что все векторы записаны в проекциях на оси 
подвижной системы координат Cxyz.

Условия отсутствия проскальзывания в точке 
контакта и верчения вокруг вертикали описыва-
ются соответственно следующими уравнениями 
связей:

 v r+ × = =w w g0 0, ( , ) ,    

где v, w —  скорость центра масс и угловая скорость 
шара, g —  вектор нормали к опорной плоскости, 
r = -Rg - a —  радиус-вектор точки контакта.

Уравнения движения системы могут быть полу-
чены из принципа Даламбера—Лагранжа и записаны 
в квазискоростях с неопределёнными множителями 
в виде (подробный вывод уравнений см. в [4]):
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где �I I r r E r r= + ⋅ - ⋅m m T( , )  —  тензор инерции  
шара относительно точки контакта, E —  единичная 
матрица 3 × 3, g —  ускорение свободного падения. 
Неопределённый множитель l0 соответствует связи 
отсутствия верчения и имеет вид
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Для полного описания движения шара в абсо-
лютном пространстве уравнения (1) необходимо 
дополнить квадратурами, описывающими ориента-
цию шара в пространстве и траекторию точки кон-
такта:
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Здесь X и Y —  координаты точки контакта (или гео-
метрического центра шара) в неподвижной системе 
координат.

Так как в общем случае вектор гиростатического 
момента K является заданной функцией времени, 
система (1) является неавтономной системой шести 
дифференциальных уравнений первого порядка.

Система (1) допускает два первых интеграла:

геометрический

 g2 1= ; (2)

связь отсутствия верчения относительно верти-
кали

 ( , ) .w g = 0  (3)

Таким образом, на заданном уровне интегралов дви-
жения она сводится к неавтономной системе че-
тырёх дифференциальных уравнений.

В случае если гиростатический момент K является 
постоянным, система допускает также интеграл 
энергии

 E = -1

2
( , ) ( , ).w w g  �I g rm

В общем случае переменного гиростатического 
момента энергия начинает зависеть от времени. Рас-
смотрим далее вопрос о возможности неограничен-
ного роста энергии при качении шара.

РАЗГОН

1. Сформулируем основной вопрос о возмож-
ности разгона рассматриваемой системы следующим 
образом: м о ж н о  л и  п о д о б р а т ь  м а с с о - г е о -
м е т р и ч е с к и е  п а р а м е т р ы  ш а р а  и  з а к о н 
и з м е н е н и я  г и р о с т а т и ч е с к о г о  м о м е н т а 
т а к ,  ч т о б ы  о г р а н и ч е н н ы е  и з м е н е н и я 
г и р о с т а т и ч е с к о г о  м о м е н т а  п р и в о д и л и 
к  н е о г р а н и ч е н н о м у  р о с т у  э н е р г и и 
( и  с к о р о с т и )  ш а р а?

Для ответа на данный вопрос мы рассмотрим 
исходную систему, не зависящую от времени, и по-
пытаемся сделать выводы о наличии или отсутствии 
разгона в системе, пользуясь какими-либо её свой-
ствами. Для этого мы введём понятие з а м о р о -
ж е н н а я  с и с т е м а. Под замороженной мы пони-
маем систему, в которой гиростатический момент K 
является постоянной величиной и равен величине 
гиростатического момента исходной задачи в раз-
личные моменты времени.

Уравнения движения замороженной системы при 
K = const имеют вид
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Уравнения (4) допускают три интеграла движе-
ния:

геометрический

 g2 1= ; (5)

связь отсутствия верчения относительно верти-
кали

 ( , ) ;w g = 0  (6)
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энергия

 E = -1

2
( , ) ( , ).w w g  �I g rm  (7)

Данная система может быть редуцирована 
на фиксированный уровень первых интегралов дви-
жения (5), (6). В результате редукции мы получим 
автономную систему четырёх дифференциальных 
уравнений, которые сохраняют интеграл энергии (7).

Зафиксировав уровень интеграла энергии E, мы 
можем стандартным образом [8] построить для этой 
системы отображение Пуанкаре.

Сформулируем следующую гипотезу. 

Ги п о т е з а. Разгон в неголономных системах при 
помощи периодического изменения параметров от вре-
мени возможен в случае, если в соответствующей 
замороженной в произвольный момент времени сис-
теме существуют простые аттракторы (репеллеры), 
причём при периодическом изменении параметров про-
исходит периодическое чередование аттрактора и ре-
пеллера на фазовой плоскости.

Численные эксперименты показали, что для рас-
сматриваемой системы такой разгон, удовлетворя-
ющий гипотезе, возможен при одновременном вы-
полнении следующих условий: 

1) центр масс шара смещён в одной из главных 
плоскостей инерции;

2) главные моменты инерции, соответствующие 
плоскости, в которой смещён центр масс, не равны 
между собой;

3) вектор гиростатического момента равномерно 
вращается в той же главной плоскости инерции, 
в которой смещён центр масс шара.

В качестве примера рассмотрим разгон шара 
с массо-геометрическими параметрами

 
m R= = =

= - =
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(8)

с помощью управляющих воздействий вида

 K = - = =k t t k( sin , , cos ), , , ,W W W        0 1 0 1  (9)

где k, W —  постоянные параметры. Таким образом, 
в системе координат, связанной с шаром, вектор 
гиростатического момента совершает вращение 
по окружности радиуса k в плоскости e1e3 (рис. 1).

З а м е ч а н и е. В общем случае направление век-
тора гиростатического момента в начальный момент 
времени задаётся дополнительным параметром a0

 K = - + +k t t( sin( ), , cos( )),W Wa a0 00  

но в численных экспериментах мы будем полагать 
a0 = 0, поскольку при исследовании динамики сис-

темы на больших временах начальное положение 
вектора K влияния на результаты не оказывает.

2. Для исследования и визуализации динамики 
системы выполним редукцию уравнений движе-
ния (1) на уровень интегралов (2), (3) с помощью 
перехода к переменным, аналогичным переменным 
Андуайе—Депри [8]:
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w γ
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G y l y g l g l

G y l y
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-
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Уравнения движения в новых переменных (10) 
представляют собой систему четырёх дифференци-
альных уравнений с периодическими по времени 
коэффициентами. В четырёхмерном фазовом про-

странстве G 4 = {( , , , )}l y g G    фазовый поток редуци-
рованной системы генерирует четырёхмерное ото-
бражение через период T = 2p/W:

 Π4
4 4t : G G→ . (11)

Для визуализации данного отображения мы будем 
приводить его проекцию в пространство G3 = {(l, 
y, G)}.

Рассмотрим пример движения шара с парамет-
рами (8) и управлениями (9), при которых наблю-
дается разгон. Начальные условия зададим следу-
ющим образом:

 l y g G= = = =p p, , , , .         0 5 5  (12)

На рис. 2 приведена проекция отображения (11) 
в пространство G3 при указанных начальных усло-
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Рис. 2. Проекция отображения через период T = 2p/W 
при начальных условиях (12).
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виях. Рисунок демонстрирует рост модуля угловой 
скорости волчка G и уменьшения амплитуды коле-
баний проекций w1, w3 (т. е. ширины “трубки”).

Зависимость энергии системы для траектории 
с начальными условиями (12) изображена на рис. 3. 
Видно, что энергия растёт линейно по времени, 
следовательно, угловая скорость должна иметь рост 
как t1/2.

З а м е ч а н и е. Интересно, что в другой неголо-
номной задаче о разгоне саней за счёт периодических 
колебаний движущейся массы [2, 3] или вращения 
гиростата [1] скорость системы растёт как t1/3.

Численные эксперименты показывают, что ам-
плитуда колебаний угловых скоростей w1, w3 умень-
шается со временем. Однако вопрос об асимптотике 
данных амплитуд при t → ¥ остаётся открытым, 
а его решение требует применения асимптотических 
методов анализа.

При указанных массо-геометрических пара-
метрах (8), управлении (9) и начальных условиях (12) 
в абсолютном пространстве шар совершает враще-
ния, близкие к перманентным, и катится в среднем 
вдоль прямой. Траектория точки контакта шара 
на плоскости (X, Y) приведена на рис. 4.

З а м е ч а н и е. При параметрах системы, не удо-
влетворяющих предложенной гипотезе, разгона 

в рассматриваемой системе нам обнаружить не уда-
лось. Например, в случае если выбрать пара-
метры (8), но задать смещение центра масс в виде 
a = (0, 0, 1,5), либо также взять параметры (8), а тен-
зор инерции выбрать осесимметричным I = diag(5, 
6, 5). В обоих этих случаях у замороженной системы 
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Рис. 3. Энергия системы в зависимости от времени и её увеличенные фрагменты.
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Рис. 4. Траектория точки контакта шара на плоскости 
(X, Y).
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с a ⊥ K или a || K отсутствуют простые аттракторы 
(репеллеры) и эффекта разгона не наблюдается.

В заключение отметим, что природа разгона в не-
голономных системах существенно отличается 
от случая гамильтоновых систем [9–12]. Он обу-
словлен в первую очередь наличием асимптотиче-
ских решений замороженной системы. Однако ме-
ханизм этого разгона до конца не ясен. Интересным 
вопросом также является определение связи (или её 
отсутствия) между гамильтоновым и неголономным 
механизмами разгона в случае, когда неголономная 
система допускает гамильтоново представление 
[13, 14].

Дальнейшее исследование зависимости разгона 
от параметров системы, а также изучение различных 
модельных задач позволят прояснить природу раз-
гона в неголономных системах.

Источники финансирования. Работа А.В. Борисова 
(раздел 1) поддержана грантом РНФ № 15–12–
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SPEEDUP OF A CHAPLYGIN TOP BY MEANS OF ROTORS
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In this paper we consider the control of the motion of a dynamically asymmetric unbalanced ball (Chaplygin top) 
by means of two perpendicular rotors. We propose a mechanism for control by periodically changing the gyrostatic 
momentum of the system, which leads to an unbounded speedup. We then formulate a general hypothesis of the 
mechanism for speeding up spherical bodies on a plane by periodically changing the system parameters.

Keywords:  nonholonomic constraint, speedup, Chaplygin top, periodic oscillations.


