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Пусть F ⊂ R — ​вполне вещественное поле алге-
браических чисел, A — ​кольцо его целых элементов. 
Для простоты будем считать, что оно является коль-
цом главных идеалов.

Свободный конечно-порождённый A-модуль L, 
снабжённый скалярным умножением ( , )⋅ ⋅  сигнатуры 
(n, 1) со значениями в A, называется гиперболичес-
кой решёткой, если для всякого нетождественного 
вложения s: F → R квадратичное пространство 
L

A
⊗

σ( )
R  положительно определено.

Пусть L — ​гиперболическая решётка. Тогда век-
торное пространство

E Rn
AL,1 = ⊗

является ( 1)n + -мерным вещественным простран-
ством Минковского. Группа Γ = ( )′O L  целочислен-
ных (т.е. с коэффициентами из A) линейных преоб-
разований, сохраняющих решётку L и отображающих 
на себя каждую связную компоненту конуса

C C C={ ( , )< 0} = ,,1v v v∈ ∪+ −n |

является дискретной группой движений простран-
ства Лобачевского. Здесь подразумевается векторная 

модель пространства Лобачевского Hn , заданная 
как множество точек гиперболоида

{ ( , ) = 1},,1v v v∈ −n |

лежащих внутри конуса C+ . Группа движений 
Isom( ) = ( ),1H Rn

n′O{ }  есть группа псевдоортогональных 

преобразований пространства n,1,  оставляющих на 
месте конус C+ .

Из общей теории арифметических групп из-
вестно, что если решётка L изотропна (т.е. ассоци-
ированная с ней квадратичная форма представляет 
нуль; заметим, что это может быть выполнено только 
для решёток над F = Q), то факторпространство 
Hn / Γ  некомпактно, но имеет конечный объём, а во 
всех остальных случаях оно компактно (тогда группа 
Γ  называется кокомпактной).

О п р е д е л е н и е  1. Группы Γ, полученные ука-
занным выше способом, и все соизмеримые1 с ними 
дискретные подгруппы группы Isom( )Hn  называются 
а р и ф м е т и ч е с к и м и  д и с к р е т н ы м и  п о д г р у п -
п а м и  п р о с т е й ш е г о  т и п а . Поле F  называется 
п о л е м  о п р е д е л е н и я  (и л и  о с н о в н ы м  п о -
л е м ) группы Γ  (и всех групп, соизмеримых с ней).

Примитивный вектор e L∈  называется корнем 
или, более точно, k-к о р н е м , где k e e=( , )> 0, если 
2( , )e x kA∈  для всех x L∈ .  Всякий корень e опреде-

1Две подгруппы Γ1  и  Γ2  какой-либо группы называются 
соизмеримыми, если группа Γ Γ1 2∩  является подгруппой 
конечного индекса в каждой из них.
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ляет ортогональное отражение (называемое k-отра-
жением, где k e e=( , )) в пространстве E Rn

AL,1 = ⊗

e x x
e x
e e

e:  −
2( , )
( , )

,

которое сохраняет решётку L. Отражение e  опре-
деляет отражение в пространстве Hn  относительно 
гиперплоскости H x x ee

n={ ( , ) = 0},∈H |  называемой 
зеркалом отражения e.

Отражение e  называется устойчивым, если 
( , ) 2e e |  в кольце A. Например, при F Q= , A =Z , 
это выполняется при ( , ) =1e e  и ( , ) = 2e e , т.е. только 
1- и 2-отражения являются устойчивыми, а при 

F Q= [ 2]  и  A = [ 2]Z  устойчивыми будут 1-, 2- и 

(2 2)+ -отражения. Всякий примитивный вектор 
e L∈ ,  для которого ( , ) 2e e | , автоматически является 
корнем решётки L и всякого её конечного расшире-
ния.

Пусть L — ​гиперболическая решётка над коль-
цом  A (в  дальнейшем мы будем говорить 
“A-решётка”). Обозначим через ( )L  подгруппу 
группы ′O ( )L , порождённую устойчивыми отраже-
ниями, и через Or L( )  — ​подгруппу группы ′O ( )L ,  
порождённую всеми содержащимися в ней отраже-
ниями.

О п р е д е л е н и е  2. Гиперболическая решётка L 
называется рефлективной, если индекс [ ( ) : ( )]′O OL Lr  
конечен, и у с т о й ч и в о  р е ф л е к т и в н о й 2, если 
индекс [ ( ) : ( )]′O SL L  конечен.

Очевидно, что конечное расширение всякой 
устойчиво рефлективной гиперболической решётки 
также является устойчиво рефлективной решёткой.

Систематическое изучение групп отражений 
и, в частности, арифметических групп отражений 
в пространствах Лобачевского было начато в 1967 г. 
Э. Б. Винбергом (см. [7]). Известно, что кокомпак-
тные дискретные группы отражений, так же как 
и арифметические группы отражений, отсутствуют 
в пространствах Лобачевского размерности ≥ 30 
(Э. Б. Винберг, 1984, см. [9]).

В 2007 г. В.В. Никулин (см. [13]) и независимо 
И. Агол, М.В. Белолипецкий, П. Сторм и К. Уайт 
(см. [1]) доказали, для каждого n ≥ 2  существует 
с точностью до подобия лишь конечное число реф-
лективных гиперболических решёток сигнатуры 
(n, 1).

2В статьях [3] и [4] устойчиво рефлективные решётки над Z  
называются (1, 2)-рефлективными.

Наибольшее продвижение на данный момент 
достигнуто в классификации рефлективных гипер-
болических решёток над Z. Эти результаты хорошо 
освещены в недавнем обзоре М. Белолипецкого 
(см. [2]), а также в более новых работах автора дан-
ного сообщения, где классифицированы все устой-
чиво рефлективные анизотропные гиперболические 
Z -решётки ранга 4 (2016–2019, см. [3, 4]).

Для решёток над кольцами, отличными от Z, про-
движений совсем мало. В. О. Бугаенко (1984–1992, 
см. [6]) классифицировал рефлективные унимоду-
лярные гиперболические решётки над кольцами 

Z[ 2] , Z 5 1
2
+











 и  Z cos ,2
7
π













  а  в  2015 г. 

А. Марк [10] классифицировала рефлективные ги-

перболические Z[ 2] -решётки ранга 3, дискрими-
нанты которых свободны от квадратов.

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ

Пусть Р — ​компактный остроугольный много-
гранник в H3, и Е — ​некоторое его ребро. Обозначим 
через F1  и  F2  грани многогранника P, содержащие 
ребро Е, а через u3  и  u4  — ​единичные внешние нор-
мали к граням F3  и  F4 , содержащим вершины ребра 
Е, но не само ребро.

О п р е д е л е н и е  3. Грани F3  и  F4  будем называть 
о б р а м л я ю щ и м и  г р а н я м и  ребра E, а число 
| ( , ) |3 4u u  — ​его ш и р и н о й .

Заметим, что | ( , ) | = ( , )3 4 3 4u u F Fchρ ,  когда плос-
коcти граней F3  и  F4  расходятся, а иначе | ( , ) | 13 4u u ≤ .

Поставим в  соответствие ребру Е набор 
a=( , , , , )12 13 23 14 24α α α α α , где αij  — ​угол между гра-

нями Fi  и  Fj .

Те о р е м а  1. Фундаментальный многогранник вся-

кой Q[ 2] -арифметической группы отражений в H3  
имеет ребро ширины меньше, чем 4,14.

На самом деле получен более сильный результат. 
А именно, доказано, что существует ребро ширины 
меньше ta , где ta ≤ 4,14  — ​число, зависящее от на-
бора a двугранных углов вокруг этого ребра.

Введём некоторые обозначения:

[C] — ​квадратичная решётка, скалярное умноже-
ние в которой в некотором базисе задаётся симмет-
ричной матрицей C;

d L C( ) := det  — ​дискриминант решётки L C=[ ] ;

L M⊕  — ​ортогональная сумма решёток L и M;
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# граней — количество граней фундаментального 
многогранника группы Or(L).

Те о р е м а  2. Всякая максимальная устойчиво реф-

лективная гиперболическая решётка ранга 4 над Z[ 2]  
изоморфна одной из следующих семи решёток:

№  L # граней d L( )

1 [ 1 2] [1] [1] [1]− − ⊕ ⊕ ⊕ 5 − −1 2

2 [ 1 2 2] [1] [1] [1]− − ⊕ ⊕ ⊕ 6 − −1 2 2

3 [ 5 4 2] [1] [1] [1]− − ⊕ ⊕ ⊕ 5 − −5 4 2

4 [ 11 8 2] [1] [1] [1]− − ⊕ ⊕ ⊕ 17 − −11 8 2

5 [ 2] [1] [1] [1]− ⊕ ⊕ ⊕ 6 − 2

6

2 1 2

1 2 2 1

2 2 1 2 2

[1]

− −

− −

− − −



















⊕ 6 − 2

7 [ 7 5 2] [1] [1] [1]− − ⊕ ⊕ ⊕ 6 − −7 5 2

Автор надеется, что применённый в этой работе 
метод наиболее удалённого ребра применим для 
классификации рефлективных гиперболических 
решёток любого ранга.

МЕТОД НАИБОЛЕЕ  
УДАЛЁННОГО РЕБРА

Отметим, что метод наиболее удалённого ребра 
является модификацией метода узких частей мно-
гогранников, применявшегося В. В. Никулиным 
в работах [11, 12].

С х е м а  д о к а з а т е л ь с т в а  т е о р е м ы  1. Пусть 
Р — ​компактный остроугольный многогранник 
в пространстве H3  и О — ​некоторая фиксированная 
точка внутри многогранника Р.

Пусть Е — ​ребро многогранника Р, наиболее 
удалённое от точки О. Обозначим вершины ребра Е 
через V1  и  V2 . Грани, содержащие это ребро, обо-
значим через F1  и  F2 , а обрамляющие грани — ​через 
F3  и  F4 . Двугранные углы между гранями Fi  и  Fj  

обозначим через αij . Пусть E1  и  E3  — ​рёбра много-

гранника Р, выходящие из вершины V1 , а ребра E2  
и  E4  — ​из V2 , причём рёбра E1  и  E2  лежат в грани 
F1 . Длину ребра Е обозначим через а, а плоские углы 
между рёбрами E j  и Е — ​через α j .

Те о р е м а  3 (Н. В. Богачев, см. [4]). Длина наиболее 
удалённого ребра удовлетворяет неравенству

	 a <
2

2

2
12

3

12

arsh arsh
cos

tg

cos
α

α

α





























+





























tg

α4

2

.

Пусть теперь многогранник P является фунда-

ментальным многогранником Q[ 2]-арифметиче-

ской группы отражений в пространстве H3. Система 

единичных внешних нормалей ( , , , )1 2 3 4u u u u  к граням 
F F F F1 2 3 4, , ,  линейно независима. Её матрица Грама 
имеет вид

G u u u u( , , , ) =
1

1

1 2 3 4

12 13 14

12 23=

− − −
− − −

cos cos cos
cos cos cos

α α α
α α α224

13 23

14 24

1
1

,
− − −
− − −



















cos cos
cos cos

α α
α α

T
T

где T u u F F=| ( , ) | = ( , )3 4 3 4chρ  в случае, если грани F3  
и F4 расходятся, и T ≤1  иначе.

Легко убедиться, что

	 ch a
G

G G
= ,34

33 44

� (1)

где Gij   — ​алгебраические дополнения матрицы 

G u u u u( , , , )1 2 3 4 .

Пусть F(a) обозначает правую часть неравенства 
из теоремы 3, a=( , , , , )12 13 23 14 24α α α α α . Тогда

G

G G
F34

33 44

< ch ( ).a

Нетрудно убедиться, что двугранные углы мно-

гогранника Р могут быть равны только 
π
2

, 
π
3

, 
π
4

, 

π
6

 или 
π
8

. Имеется всего несколько десятков раз-

личных (с точностью до нумерации углов) наборов a. 
Для каждого такого набора a неравенство (1) даёт 
какую-то оценку T t< a  (поскольку G34 линейно за-
висит от T), причём

max
a a{ } = = 4,14.

4
,
2

,
3

,
3

,
2

t t π π π π π





Это завершает доказательство теоремы 1.
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С х е м а  д о к а з а т е л ь с т в а  т е о р е м ы  2. Пусть 
теперь P является фундаментальным многогранни-
ком группы ( )L  для гиперболической 

Z[ 2]-решётки L ранга 4. Решётка L рефлективна 
тогда и только тогда, когда многогранник P компак-
тен (т.е. ограничен).

Пусть E — ​ребро (многогранника P) ширины 
меньше t. В силу теоремы 1 мы можем обеспечить 
t ≤ 4,14  (если возьмём наиболее удалённое ребро от 
некоторой фиксированной точки O внутри много-
гранника P). Пусть u u1 2,  (соответственно u3 , u4 ) — ​
корни решётки L, ортогональные граням, в которых 
лежит ребро E (соответственно обрамляющим гра-
ням), и являющиеся внешними нормалями этих 
граней. Обозначим эти грани через F1, F2, F3, F4 соот-
ветственно. Если ( , ) =3 3u u k,  ( , ) =4 4u u l,  то

	 | ( , ) | 4,14 .3 4u u t kl kl≤ ≤ � (2)
Поскольку мы решаем задачу классификации 

устойчиво рефлективных решёток, то нам надо  
рассматривать фундаментальные многогранники 
арифметических групп, порождённых 1-, 2- и 

(2 2)+ -отражениями. В таком случае нам известны 
ограничения на все элементы матрицы 
G u u u u( , , , )1 2 3 4 ,  так как все грани Fi  попарно пере-
секаются кроме, быть может, пары граней F3  и  F4 . 
Но в случае, если F3  и  F4  не пересекаются, рас-
стояние между этими гранями ограничено благодаря 
неравенству (2). Таким образом, все элементы мат-
рицы G u u u u( , , , )1 2 3 4  целочисленны и ограничены, 
значит, имеется лишь конечное число возможных 
матриц Грама G u u u u( , , , )1 2 3 4 .

Векторы u u u u1 2 3 4, , ,  порождают некоторую под-
решётку ′L  конечного индекса решётки L. Более 
точно, решётка L лежит между решётками ′L  и ( )*′L ,  
причём

[( ) : ] =| ( ) | .* 2′ ′ ′L L d L

Отсюда вытекает, что | ( ) |d L′  делится на [ : ] .2L L′  
Пользуясь этим, можно найти в каждом случае  все-
возможные расширения решётки ′L .

Полученный список решёток-кандидатов иссле-
дуется на рефлективность с помощью алгоритма 
Винберга (1972 г., см. [8]). Для этого используется 
программа, написанная автором для решёток над 

Z[ 2]  [14].

Отметим, что в 2017 г. автор совместно с А. Ю. Пе-
репечко написал программу для произвольных решё-
ток над Z  [15], её подробное описание см. в [5].
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In this paper we prove that the fundamental polyhedron of a [ 2]-arithmetic reflection group in the three-
dimensional Lobachevsky space contains an edge such that the distance between its framing faces is small enough. 
Using this fact we obtain a classification of stably reflective hyperbolic [ 2]-lattices of rank 4.
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