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ВВЕДЕНИЕ

Создание новых подходов в области перемеши-
вания жидкостей является важным фактором раз-
вития волновых технологий [1]. Значительную роль 
в данном направлении играет численное моделиро-
вание. В работах авторов [2–4] на основе вычисли-
тельных экспериментов созданы основы для анализа 
режимов работы перемешивающих устройств коле-
бательного типа и предложены подходы к оптималь-
ному размещению рабочих элементов. Рассмотрение 
задачи с точки зрения теории хаоса в динамических 
системах и деформаций векторных полей позволяет 
проанализировать проблему с более общей точки 
зрения. Важные результаты в этом направлении 
представлены в работе [5], где перенос заданным 
потоком пассивной частицы-маркера примеси в лаг-
ранжевом представлении определяет динамическую 
систему, что позволяет использовать для анализа 
соответствующий математический аппарат. В работе 
[6] исследовано течение жидкости с низким числом 
Рейнольдса в прямоугольной каверне с подвижными 
дном и крышкой. Было отмечено, что наличие ги-
перболических точек приводит к более эффектив-
ному смешению жидкостей. Подробный анализ 
течения показал, что, несмотря на относительно 

простое гидродинамическое поле, примесь может 
вести себя сложным образом, проходя этапы: рож-
дения, бифуркаций и гибели зон с отсутствием пе-
ремешивания — “островов”; формирования и пери-
одического движения когерентных структур. В ра-
боте [7] с применением элементов аппарата теории 
Колмогорова–Арнольда–Мозера (КАМ) [8] рас-
смотрен вопрос о перемешивании в трёхмерных 
проточных трактах. Было показано, что в процессе 
перемешивания образуются ориентированные 
трубки в жидкости, соответствующие кривым КАМ, 
которые являются инвариантными поверхностями 
и не могут пересекаться частицами примеси.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 
И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ

В настоящей работе исследуется перемешивание 
в системе подвижных коаксиальных цилиндров. Ма-
тематическая модель подробно описана в [2–4]. Мо-
делирование течения несущей фазы производится 
путём решения двумерных нестационарных уравнений 
Навье–Стокса для вязкой несжимаемой жидкости:
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где x, y —  координаты; ρ —  плотность жидкости; 
Р —  давление; µ —  динамическая вязкость; u, v —  
компоненты скорости в направлениях x, y соответ-
ственно, t — время. В начальный момент времени 
в расчётную область помещается некоторый объём 
примеси. Движение частиц примеси описывается 
системой обыкновенных дифференциальных урав-
нений (лагранжев подход):

 dX

dt
u t X Y

dY

dt
t X Y= ( ) = ( ), , , , , .v  (2)

Здесь u t X Y t X Y, , , , ,( ) ( )v  – поля скоростей, полу-
ченные из решения системы уравнений (1). Таким 
образом, рассматривается безынерционная примесь. 
Для расчёта эволюции примеси применяется мар-
керный метод [4].

На рис. 1, 2 представлен вид расчётной области. 
Внешняя стенка (статор) представляет из себя ци-
линдр радиуса Rw. Минимальная величина зазора 
между внутренней стенкой (ротором) и статором 
равна Н. В качестве рабочей жидкости рассматри-
вается глицерин при стандартных условиях. Угловые 
скорости рабочих элементов (ротора и статора) 
равны по модулю и противоположны по направле-
нию: ω ω ωr w= = .  Первым движение начинает 
ротор. Управление подвижными элементами осуще-
ствляется по разрывному протоколу (3) с периодом T 
(смена движения происходит мгновенно). В началь-
ный момент времени в расчётную область круглым 
пятном небольшого радиуса помещается объём при-
меси в центре каждого квадранта:
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где k = 0, 1, 2, …

ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЕ ЭКСПЕРИМЕНТЫ

Вначале рассмотрим форму ротора в виде крес-
товины (рис. 1 и 2 сверху). На рис. 1 показано сверху 
положение частиц примеси через равные периоды 
времени. Видно, что данный тип устройства имеет 
высокий перемешивающий потенциал. Разберём 
подробнее способствующие этому механизмы. Для 
этого в разные промежутки времени будем визуали-
зировать поле течения траекториями меченых частиц 
(pathlines) (рис. 2). Структуры в жидкости в основном 
являются эллиптическими точками (образуют “ост-
ровки” на рис. 2). По отдельности они окружены 
инвариантными кривыми, которые совершают пос-
тупательные и вращательные движения, сохраняя 
свою идентичность. Таким образом, не возникает 
обмена массой между слоями жидкости. Однако 
взаимодействие двух эллиптических точек порождает 
гиперболическую, в окрестности которой происхо-
дят сжатие и растяжение примеси, вытягивание её 
в нить (см. рис. 1). Наличие системы таких гипер-
болических точек и приводит к эффективному пе-
ремешиванию.
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Рис. 1.  Положение частиц в пространстве в моменты времени, кратные периоду. Сверху: форма ротора до профи-
лирования; снизу: результат профилирования.
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На рис. 2 подробно показана сверху система осо-
бых точек, которая возникает в рассматриваемом 
случае. В начале процесса (период времени 0–0,5Т)
возникают изолированные эллиптические точки. 
После этого на временном интервале 0,5Т —  Т по-
является устойчивая структура из четырёх взаимо-
действующих эллиптических точек, которые, в свою 
очередь, порождают 4 гиперболические точки. Далее 
в момент времени, лежащий в интервале с Т по 1,1Т, 
происходит бифуркация, в результате количество-
эллиптических и гиперболических особых точек 
удваивается. Данная структура не является устой-
чивой. Поэтому к моменту времени 1,5T происходит 
слияние двух пар эллиптических точек, при этом 
уничтожается одна гиперболическая точка.  Ново-
образованные структуры незначительно смещаются 
и остаются в новом положении на протяжении вре-
мени 1,5Т —  2Т. После чего процесс повторяется 
с периодом Т, как в моменты времени T —  2T. Стоит 
отметить важную роль бифуркаций на отрезке T —  
1,5T, так как они способствуют хаотизации системы, 
особенно на больших интервалах времени работы 
установки.

Наблюдаемые на рис. 2 картины сверху похожи 
на те, которые имеют место при рассмотрении в га-
мильтоновой механике фазовых портретов систем, 
близких к интегрируемым, при нелинейных резо-
нансах [9]. Проводя аналогию, можно сказать, что 
наблюдаемая в вычислительном эксперименте сис-
тема из гиперболических точек образует гетерокли-
ническое сплетение сепаратрис (“гирлянды” сепа-
ратрис). Небольшое возмущение такой системы 
приводит к сложному расщеплению сепаратрис, что 
вызывает хаотическое движение примеси и благо-
приятствует интенсивному перемешиванию. Не-

смотря на высокий перемешивающий потенциал 
устройства, в конце каждого периода вблизи ротора 
возникает система из мелких эллиптических точек 
малой интенсивности (см. рис. 2), что приводит 
к формированию застойной зоны. При этом данная 
картина топологически похожа на ту, которая воз-
никает в нелинейных системах с малым возмуще-
нием вблизи резонанса [9]. Если придерживаться 
такой логики, то поверхность, которая образуется 
сгущением траекторий меченых частиц, будет КАМ-
поверхностью, и частицы примеси не смогут её пе-
ресечь [7]. Таким образом, наиболее простой способ 
избавиться от застойной зоны состоит в профили-
ровании ротора формой, которая определяет КАМ-
поверхность, как на рис. 2, в момент времени, крат-
ный периоду. С этой целью, а также с точки зрения 
простоты конструирования форма ротора была ап-
проксимирована следующейзависимостью в поляр-
ной системе координат (R, j):

 Rr ϕ ϕ( ) = + ( )1 0 0 25 4, , cos .  (4)

Геометрическая область теперь выглядит, как на 
рис. 1 и 2 снизу. Как видно из представленных ре-
зультатов, такое профилирование никак не отрази-
лось на динамике особых точек, но при этом удалось 
существенно сократить площадь застойных зон без 
образования новых (рис. 1 сверху). Добиться их пол-
ного отсутствия при такой новой форме ротора, как 
показали расчёты, возможно через подбор опре-
делённого периода и угловой скорости подвижных 
элементов установки.

Далее рассмотрим вопрос масштабирования пе-
ремешивающих устройств данного типа. Введём два 
безразмерных параметра: число Рейнольдса Re 
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Рис. 2. Траектории меченых частиц в моменты времени: 0,5Т; Т; 1,25Т; 1,5Т; 2Т. Сверху: форма ротора до профи-
лирования; снизу: результат профилирования.
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и число Струхаля St, определяемые следующим об-
разом:

 Re ,=






u H

Wν

2

 St =






.

1 2

T u

H

W
 (5)

Здесь u = ωRw —  линейная скорость статора, 
ν µ ρ= /  —  кинематическая вязкость; H — мини-
мальная величина зазора между ротором и статором, 
W = 2πRw — линейный размер статора. Результаты 
вычислительных экспериментов свидетельствуют 
о наличии физического подобия [10], определяемого 
выражениями (5).

Таким образом, компьютерное моделирование 
перемешивания в системе подвижных коаксиальных 
цилиндров позволило в деталях проследить ход про-
текающих процессов и определить основные струк-
туры в поле течения. На основе анализа особых точек 
векторного поля скоростей жидкости предложен 
способ профилирования ротора. Кроме того, вве-
дены параметры подобия, использование которых 
позволяет осуществить переход от лабораторных 
стендовых установок к реальным производственным 
аппаратам.
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The results of computer simulation of mixing in a system of moving coaxial cylinders are presented. Detailed 
spatial-temporal pictures of the processes occurring were obtained and the main structures in the flow field were 
determined. Based on the analysis of the singular points of the vector velocity field of the liquid, a method for 
profiling the rotor is proposed. Introduced dimensionless quantities, the use of which allows the transition from 
laboratory bench installations to real production devices.
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