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Понятие степенной R-группы, где R – произ-
вольное ассоциативное кольцо с единицей, введено 
Р. Линдоном в [1]. А.Г. Мясников и В.Н. Ремеслен-
ников в [2] уточнили понятие R-группы, введя до-
полнительную аксиому. В частности, новое понятие 
степенной R-группы является непосредственным 
обобщением понятия R-модуля на случай некомму-
тативных групп. В честь А.Г. Мясникова R-группы с 
дополнительной аксиомой в статье М.Г. Амаглобели 
и В.Н. Ремесленникова [3] названы MR-группами 
(R — кольцо). Хорошо известна роль тензорного 
расширения кольца скаляров для модулей. Авторы 
работы [2] определили точный аналог этой кон-
струкции для произвольной MR-группы – тензорное 
пополнение. Систематическое изучение MR-групп 
начато в работах [3–9]. Отметим, что результаты 
этих работ оказались весьма полезны при решении 
известных проблем Тарского.

Напомним основные определения и факты, сле-

дуя работам [1, 2]. Пусть L egr = { , , }1• −  —  групповой 
язык (сигнатура), где · —  бинарная операция умно-
жения, -1 —  унарная операция обращения, e —  кон-
стантный символ для единицы группы. Обогатим 

групповой язык Lgr до языка L L f g Rgr gr
* = { ( ) }∪ ∈α α| , 

где fa(g) —  унарная алгебраическая операция (ниже 
мы используем соглашение: для краткости выраже-
ние fa(g) записываем в виде ga).

О п р е д е л е н и е  1  [1]. Множество G будем на-
зывать л и н д о н о в о й  R - г р у п п о й , если на нём 

определены операции ·, -1, { ( ) }f g Rα α| ∈  и выпол-
нены аксиомы:

1) аксиомы группы;

2) для всех g, h ∈ G и всех a, b ∈ R выполняются 
равенства

 g g g e e e1 0= , = , = ;α   (1)

 g g g g gα β α β αβ α β+ = , =( ) ;   (2)

 ( ) = .1 1h gh h g h− −α α   (3)

Существуют абелевы линдоновы R-группы, не 
являющиеся R-модулями (см. [10], где подробно ис-
следована структура свободной абелевой R-группы). 
Авторы работы [2] добавили к аксиомам Линдона 
дополнительную аксиому (квазитождество):

 
(  )MR g h G R

g h e gr g h

аксиома ∀ ∈ ∈

→

, ,

[ , ]= ( ) = ,

α
α α α

,
  (4)

где [ , ] = 1 1g h g h gh− − .

О п р е д е л е н и е  2  [2]. Группу G будем назы-
вать M R - г р у п п о й , если на G определена опера-
ция ga для всех g ∈ G, a ∈ R и при этом выполнены 
аксио мы 1–4.

Пусть LR  и MR  —  классы всех степенных 
R-групп по Линдону и всех MR-групп. Очевидно, 
что L MR R⊃ . Стандартным образом вводятся по-
нятия MR-подгруппы, MR-порождаемости, MR-
нормальной подгруппы и т.д. Ясно, что этот класс 

является квазимногообразием в языке Lgr
*  и в нём 

есть понятие свободной MR-группы, R-гомомор-
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физма и т.д. Кроме того, выполнено свойство: каж-
дая абелева MR-группа является R-модулем, и на-
оборот.

О п р е д е л е н и е  3  [2]. Гомоморфизм R-групп 
j: G→G* называется R - г о м о м о р ф и з м о м , если 
ϕ ϕα α
( ) = ( )g g  для любых g ∈ G, a ∈R.

Большинство естественных примеров степенных 
R-групп лежат в классе MR . Например, свободная 
степенная R-группа по Линдону является MR-груп-
пой, унипотентная группа над полем K нулевой ха-
рактеристики является MR-группой, произвольная 
про-p-группа является M p -группой над кольцом 
целых p-адических чисел  p  и т.д. (см. другие при-
меры в [2]).

В [2] показано, что определяющую роль при изу-
чении степенных MR-групп играет операция тен-
зорного пополнения. Она естественно обобщает 
на некоммутативный случай понятие расширения 
кольца скаляров для модулей.

О п р е д е л е н и е  4  [2]. Пусть G —  MR-группа, 
m: R→S —  гомоморфизм колец. Тогда MS-группа 
GS, m называется т е н з о р н ы м  S - п о п о л н е н и е м 
MR-группы G, если GS, m удовлетворяет стедующему 
универсальному свойству:

1) существует R-гомоморфизм l: G → GS, m такой, 
что l(G) S-порождает GS, m, т.е. 〈 〉λ µ

( ) =
,G GS
S ;

2) для любой MS-группы H и любого R-гомо-
морфизма j: G → H, согласованного с m (т.е. j(ga) = 
 = j(g)m(a)) существует S-гомоморфизм y: GS, m → H, 
делающий коммутативной следующую диаграмму:

Отметим, что если G —  абелева MR-группа GS, m 
тоже абелева, т.е. является S-модулем и 
G G SS

R
,µ
 ⊗  —  тензорное произведение R-модуля G 

на кольцо S. В [2] доказано, что для любой группы 
G R∈M  и любого гомоморфизма m: R→S тензорное 
пополнение GS, m всегда существует и оно един-
ственное с точностью до R-гомоморфизма. В [9] 
предложен конкретный способ построения тензор-
ного пополнения, использующий технику комби-
наторной теории групп. В дальнейшем гомоморфизм 
колец m: R→S будет фиксирован, и поэтому вместо 
GS, m будем писать просто GS. В приложениях m чаще 
всего будет вложением колец, но и в таком случае 
R-гомоморфизм l: G → GS не всегда является вло-
жением. Одно достаточное условие такого вложения 

дано в [2] (предложение 11). Очевидно, что класс 
M LR R( )  всех степенных MR-групп (R-групп по Лин-
дону) является категорией, в которой морфизмы —  
это R-гомоморфизмы групп. На языке теории кате-
горий описанная выше операция пополнения вы-
ступает как функтор тензорного пополнения.

Многие построения в категории MR  или LR  
удобно вести по шагам, постепенно “доопределяя 
степени”. Это приводит в понятию частичной R-
группы.

О п р е д е л е н и е  5  [2] Группу G назовем ч а с -
т и ч н о й  M R - г р у п п о й , если возведение в сте-
пень определено для некоторых пар (g, a), но не 
обязательно для всех пар; причём если определена 
одна часть равенства в аксиомах 1–4, то определена 
и другая часть, и для них выполняются аксиомы 1–4 
в определении степенной MR-группы.

Класс частичных MR-групп будем обозначать 
через R . Например, если R —  подкольцо кольца S, 
тогда любая R-группа является частичной S-группой. 
Групповой гомоморфизм j: G → H будем называть 
ч а с т и ч н ы м  R - г о м о м о р ф и з м о м , если 
j(ga) = j(g)a для всех пар (g, a), для которых опре-
делен элемент ga. Непосредственно проверяется, что 
R  —  надкатегория MR .

То ч н о е  R - п о п о л н е н и е . Далее будем пред-
полагать, что кольцо R в качестве подкольца содер-
жит кольцо целых чисел  .

О п р е д е л е н и е  6. Будем говорить, что группа 
G R∈  является т о ч н о й  о т н о с и т е л ь н о  кольца 
R, если каноническое отображение l: G → GR явля-
ется вложением. Группа G является т о ч н о й , если 
она является точной относительно любого кольца, 
содержащего  .

Ниже мы сформулируем теоремы о точности 
достаточно широких классов групп. Здесь же мы 
приведём примеры не точных групп.

П р и м е р  1 . Пусть G —  простая группа, содер-
жащая неединичный элемент конечного порядка. 
Тогда G не точна над полем   рациональных чисел. 
Более того, G e = . Действительно, так как в любой 
M -группе нет элементов конечного порядка, G не 
является подгруппой в G . Но в таком случае гомо-
морфизм λ: G G→   имеет нетривиальное ядро 
и простота G влечёт l(G) = e, а l(G) порождает G . 
Поэтому G e = .

П р и м е р  2 . Пусть G —  группа без кручения 
с неоднозначным извлечением корней. В этом слу-
чае группа G  есть группа с однозначным извлече-
нием корней. Это легко следует из предложения 3 
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из [2]. Ясно, что такая группа G не может изоморфно 
вкладываться в G  и, следовательно, она не точная.

В категории R  рассмотрим класс групп R
0 . По 

определению группа G из R  принадлежит R
0 , если 

выполнены следующие условия:

1) для любой максимальной абелевой подгруппы 
M из G и любого x ∉ M пересечение M ∩ MS = e;

2) канонический гомоморфизм j M M R
R

: → ⊗  

является вложением.

Укажем некоторые свойства групп из класса R
0  

и приведём примеры.

П р е д л о ж е н и е  1. Пусть G R∈ 0 . Тогда

а) если M1 и M2 —  различные максимальные абелевы 
подгруппы из G, то M1∩M2 = e;

б) если G —  без кручения, то в G однозначна опера-
ция извлечения корня;

в) отношение коммутирования на неединичных 
элементах является отношением эквивалентности;

г) централизатор любого неединичного элемента яв-
ляется максимальной абелевой нормальной подгруппой;

д) пусть G —  без кручения и xr = ys. Отсюда сле-
дует, что [x. y] = e;

е) если x и y —  элементы из максимальной абелевой 
подгруппы M и x и y сопряжены в G, то x = y.

П р е д л о ж е н и е  2. Свободное произведение 
G = *Gi групп Gi, i ∈ I, из класса R

0  также принад-
лежит классу R

0 .

Приведём примеры групп из класса R
0 .

I. Для любого кольца R ⊇  свободные группы 
являются частичными MR-группами. Ясно, что эти 
группы принадлежат классу R

0 .

II. Обобщим предыдущий пример и рассмотрим 
класс групп со следующими свойствами:

1) группа G —  без кручения;

2) централизатор любого неединичного элемента 
является бесконечной циклической подгруппой.

Тогда G принадлежит классу R
0 . В самом деле, 

максимальная абелева подгруппа M в такой группе 
является бесконечной циклической. Пусть x∉M. 
Тогда если M∩Mх ≠ e и M = <y>, то для подходящих 
целых r и s имеем x-1ysx = yr. Обозначим x-1yx = z, 
тогда zs = yr, отсюда по пункту д) предложения 1 
следует, что z коммутирует с y и, следовательно, 
x-1yx = yp подгруппа <x, y>. Если |p| >1, то подгруппа 
<x, y> содержит подгруппу p-ичных рациональных 
чисел. Последняя группа не является циклической 
подгруппой, что противоречит условию 2). Если 

p = 1, то x коммутирует с y —  противоречие. И, на-
конец, если x-1yx = y-1, то x-2yx2 = y —  снова проти-
воречие с пунктом д) из предложения 1.

Те о р е м а  1  (основная). Пусть   —  подкольцо 
кольца R и группа G R∈ 0 , причём в G и R+ (аддитив-
ная группа кольца) нет элементов порядка 2. Тогда 
группа G точна, т.е. каноническое отображение l: 
G→GR является вложением.

З а м е ч а н и е  1. Основная теорема даёт доста-
точное условие для точности тензорного R -попол-
нения. Отметим, что условие 1) из определения 
класса R

0  является также необходимым. В классе 
R

0  содержатся свободные группы. Он замкнут от-
носительно прямых пределов, свободных произве-
дений и расширений специального вида.

З а м е ч а н и е  2. Определим класс групп R
*  бо-

лее широкий, чем класс R
0 . Будем говорить, что 

группа G R∈* , если для любой её максимальной 
подгруппы M выполнено условие: M либо R-модуль, 
либо M удовлетворяет условиям 1) и 2) в определении 
класса R

0 . Тогда основная теорема справедлива 
и для групп класса R

* .

П р и л о ж е н и я  к  с в о б о д н ы м  к о н -
с т р у к ц и я м . В категории MR  стандартным об-
разом вводятся понятие свободной MR-группы FR(X) 
со свободным MR-порождающим множеством X 

и понятие свободного MR-произведения R iG*  
групп Gi, i ∈I. В этих определениях нужно заменить 
гомоморфизмы на R-гомоморфизмы.

Те о р е м а  2. Для любых X и R, где R содержит 
кольцо целых чисел  , свободная MR-группа FR(X) 
существует и единственна с точностью до R-изомор-
физма, FR(X) = F(X)R, где F(X) —  абсолютно свободная 
группа с базой X.

Те о р е м а  3. Пусть R —  кольцо, содержащее 
кольцо целых чисел  , Gi —  некоторое множество 
MR-групп, i∈I. Тогда

1) * *( )
R

i i
RG G ;

2)  каноническое отображение l: Gi→(*Gi)
R явля-

ется вложением.

Те о р е м а  4. Класс R
0  замкнут относительно 

свободных MR-произведений.
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