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Мы рассматриваем фрагмент логики первого порядка на графах, состоящий из предложений с k пере-

менными. Мы утверждаем, что при α ≤ 
1

1k −
 случайный граф G(n, n−α) подчиняется закону нуля или 

единицы для этого фрагмента. Более того, для каждого ε > 0 найдётся α ε∈ +



− −

1

1

1

1k k
, , при кото-

ром случайный граф G(n, n−α) не подчиняется этому закону.
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1. ЗАКОНЫ НУЛЯ ИЛИ ЕДИНИЦЫ

Мы рассматриваем язык первого порядка  [1] 
(под языком подразумевается множество предложе-
ний) с сигнатурой, состоящей из двух предикатных 
символов ~, =, интерпретацией которой являются 
конечные неориентированные графы без петель 
и кратных рёбер (предикат x y  является истинным 
для вершин x, y, соединённых ребром).

На языке первого порядка можно записать, на-
пример, свойство содержать треугольник и свойство 
содержать изолированную вершину:

∃ ∃ ∃ ∧ ∧x x x x x x x x x1 2 3 1 2 2 3 1 3( ) ( ) ( ),  

∃ ∀x y x y( ).

Можно показать (см., например [1]), что свойство 
связности нельзя записать на этом языке. Тем не 
менее это свойство можно записать на бесконечном 
языке первого порядка ∞,ω

ω  (для этого используется 
бесконечно много дизъюнкций или конъюнкций —  
см. [1, Chapter 11.1]), как мы увидим далее в этом 
разделе.

Будем обозначать k  подмножество  , состоя-
щее из предложенией с не более k переменными. 
Например, предложение

φ = [ ( = ) ( )]

( [ ] [ ])

∀ ∀ ¬ ∧ ¬ ⇒
⇒ ∃ ∧
x y x y x y

z z x z y


 

принадлежит 3  и выражает свойство, заключаю-
щееся в том, что любые две несмежные вершины 
графа соединяет путь на двух рёбрах. Может пока-
заться, что для того, чтобы записать свойство, за-
ключающееся в том, что через любые две вершины 
проходит путь с большим числом рёбер, понадо-
бится больше переменных. Но это не так:  язык 3  
гораздо выразительнее, чем кажется. Существо-
вание пути на k рёбрах можно записать следующим 
образом:

∀ ∀ ∨ ∨ ∃ ∧ ∨x y x y x y z z x z y( = ) ( ) ( [ ] [ ])  

( [( ) ( [ ] [ ])])∃ ∧ ∃ ∧ ∨z z x x z x x y   …

Хотя связность и не выразима в   [2], а, следова-
тельно, и в k ни для какого k, её можно выразить 
похожим образом в языке ∞,

3

ω. Под ∞,ω
k  понимается 

подмножество ∞,ω
ω , состоящее из предложений с не 

более k переменными. Напомним, что  ∞ ∞

∞

, ,

=1

=ω
ω

ω
k

k
∪ .

В работе речь пойдёт о вероятностях истинности 
предложений, записанных на формальных языках, 
для биномиального случайного графа G(n, p) (под-
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робнее об этом графе и других моделях случайных 
графов см., например, в [2, 3]), где p ∈ (0, 1) —  неко-
торое не зависящее от n число. Множество вершин 
этого графа равно {1, 2, …, n}, а рёбра проводятся 
независимо с вероятностью p каждое. Будем гово-
рить, что случайный граф подчиняется закону нуля 
или единицы для языка  , если вероятность истин-
ности каждого такого предложения стремится либо 
к нулю, либо к единице при n→¥. Сформулируем 
известные результаты о законах нуля или единицы 
для упомянутых языков (более подробную историю, 
а также о законах нуля или единицы для других язы-
ков можно прочитать, например, в [2, 4–6]).

Первый закон нуля или единицы для формальных 
языков был доказан Глебским, Коганом, Лиогоньким 
и Талановым в 1969 г. и независимо тот же результат 
был доказан Фагиным в 1976 г.

Те о р е м а  1 [7, 8]. Случайный граф G(n, 1/2) под-
чиняется закону нуля или единицы для языка  .

В работе [9] Спенсер заметил, что этот результат 
вытекает из простых комбинаторных рассуждений 
и легко обобщается на класс функций p = p(n), удо-

влетворяющих условию min{ ,1 }p p n− →α ¥ для лю-
бого α > 0. В 1988 г. Спенсер и Шелах в контексте 
законов нуля или единицы рассмотрели p = n–α и до-
казали следующее.

Те о р е м а  2 [10]. Случайный граф G(n, n–α) под-
чиняется закону нуля или единицы для языка   тогда 
и только тогда, когда выполнено одно из следующих 
условий:

α ∈ +(0, )¥ \ ,

α > 2 ,

1 1
1
< <1 1+ + +m mα  для некоторого m ≥1.

В 1992 г. Колаитис и Варди [11] рассмотрели 
и бесконечные предложения.

Те о р е м а  3 [11]. Случайный граф G(n, 1/2) под-
чиняется закону нуля или единицы для языка ∞,ω

ω .

Как и в конечном случае, комбинаторный подход 

работает для всех таких p, что min{ ,1 }p p n− →α ¥  
для всех α > 0.

Но в случае p = n–α законы для конечных и бес-
конечных языков отличаются, как показывает следу-
ющий результат (мы здесь приводим ссылку только 
на статью, содержащую доказательство для случая 
α > 1; случай α ≤ 1 разобран недавно Шелахом, 
и пока не опубликован, но доказательство доступно 
на arxiv.org: https://arxiv.org/pdf/1706.01226.pdf).

Те о р е м а  4 ([12]; Shelah, 2017). Случайный граф 
G(n, n–α) подчиняется закону нуля или единицы для 
языка ∞,ω

ω  тогда и только тогда, когда выполнено 
одно из следующих условий:

α > 2 ,

1 1
1
< <1 1+ + +m mα  для некоторого m ≥ 1.

Итак, для любого α ∈ (0, 1) существует такое k, 
что случайный граф G(n, n–α) не подчиняется закону 
нуля или единицы для ∞,ω

k . Насколько большим 
должно быть такое k? В 1997 г. в [13] был получен 
следующий результат.

Те о р е м а  5  [13]. При α < 1
1k −  случайный граф 

G(n, n–α) подчиняется закону нуля или единицы для 
∞,ω

k . При k ≥ 4 случайный граф G n n k( , )1/( 1)− −  не подчи-
няется закону нуля или единицы для ∞,ω

k , но при 

k∈{2, 3} даже при α =
1

1k −
 случайный граф 

G n n k( , )1/( 1)− −  подчиняется закону для ∞,ω
k .

Из теоремы 5 следует, что случайный граф 
G(n, n–α) подчиняется закону нуля или единицы для 

k  при α < 1
1k − . Верно ли это для α = 1

1k −  или си-

туация в случае конечного языка повторяет ситуацию 
в случае бесконечного языка при k ≥ 4? Нам удалось 
получить следующий ответ на этот вопрос.

Т е о р е м а  6. При k ≥ 2  случайный граф 
G n n k( , )1/( 1)− −  подчиняется закону нуля или единицы для 
языка k. Более того, при k ≥ 3 и для любого ε > 0 най-

дётся такое α ε∈ − − +( 1
1
, 1

1
)k k , что G(n, n–α) не 

подчиняется закону.

2. СПЕКТРЫ ФОРМУЛ
Будем называть спектром предложения j множе-

ство таких чисел α > 0, что случайный граф G(n, n–α) 
не подчиняется закону нуля или единицы для {j}, 
т.е. вероятность P G n n( ( , ) )−α ϕ  не стремится ни 
к нулю, ни к единице при n → ¥. В [4] доказано, что 
спектр бесконечен тогда и только тогда, когда бес-
конечно его пересечение с интервалом (0, 1).

В 1990 г. [14] Спенсер доказал, что существует 
предложение из   с бесконечным спектром. В [15] 
доказано, что наименьшая кванторная глубина (см., 
например, [1, 2]) подобного предложения равна 
либо 4, либо 5. А каково наименьшее число пере-
менных такого предложения?

Те о р е м а  7. Существует ϕ ∈4  с бесконечным 
спектром.
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Таким образом, наименьшее число переменных 
формулы с бесконечным спектром равно либо 3, 
либо 4.

Ниже мы приводим предложение j из 4  с бес-
конечным спектром. Это предложение является 
модификацией предложения из [15] с кванторной 
глубиной 5 и бесконечным спектром. Доказательство 
конечности спектра этого предложения аналогично 
доказательству бесконечности спектра соответству-
ющего предложения из [15] (см. раздел 4.1):

ϕ = ∃ ∃ ∧ ∃ ∃ ∧
∧ ∧ ∧ ∧

x x x x y y y y
y x y x y x y

1 2 1 2 1 2 1 2

1 1 1 2 2 1

[ ] [ ( )

( ) ( ) ( ) (

 

   22 2 )] x

∧¬ ∃ ∧ ∧ ≠ ∧
∧ ≠ ∧ ∃ ∧

[ ( ) ( ) ( )

( ) ( ( ) ( )

1 1 1 1 2 1 1

1 2 2 2 1 2 2

y y x y x y x
y x y y x y x

 
 ∧∧ ( ))2 1y y

∧ ∀ ∧ ⇒ ∃ ∧( [ ] [ ( ) ( )])].2 2 1 2 2 1 1 1y y x y x x x y x z   
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We consider the k variable fragment of first order logic on graphs. We claim that, for α ≤ 
1

1k −
, the random graph 

G(n, n−α) obeys zero-one law w.r.t. this logic. Moreover, for every ε > 0 , there exists α ε∈ +



− −

1

1

1

1k k
,  such 

that G(n, n−α) does not obey the law.

Keywords: sparse random graph, zero-one law, first order logic, sentences with bounded number of variables.


