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В работе устанавливается глобальная разреши-
мость задачи, описывающей пространственное те-
чение смеси двух теплопроводных вязких сжимаемых 
жидкостей (газов). Для моделирования движения 
многокомпонентных сред существует множество 
подходов, но не развита математическая теория о су-
ществовании, единственности и свойствах решений 
соответствующих краевых задач. В настоящей работе 
рассматривается гомогенная смесь, многоскоростная 
модель —  в каждой точке присутствуют все компо-
ненты (составляющие) смеси, находящиеся в одной 
фазе, но имеющие каждая свою локальную скорость 
движения; взаимодействие между компонентами 
осуществляется через обмен импульсом, вязкое тре-
ние и теплообмен. Эта модель наследует все слож-
ности, возникающие для однокомпонентных вязких 
газов (для которых теория не продвинулась далее 
существования слабых обобщённых решений), к ко-
торым добавляются принципиально новые трудно-
сти, связанные с наличием межкомпонентного 
(прежде всего вязкостного) взаимодействия.

Математическая формулировка описанной мо-
дели представляет собой систему дифференциальных 
уравнений [1–3]:
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выражающих сохранение массы для каждой компо-
ненты, сохранение (баланс) импульса для каждой 
компоненты и баланс полной энергии смеси. Здесь 
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и ei(rI, q) —  плотность, скорость, давление, полная 
энергия и удельная внутренняя энергия i-й компо-
ненты; r = r1 + r2 —  суммарная плотность; q > 0 —  
температура смеси; E = E1 + E2 —  суммарная полная 
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энергия; S I Di
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тензора напряжений в i-й компоненте, где   —  еди-

ничный тензор, ( )= 1
2

( ) ( )v v v∇⊗ + ∇⊗( )∗  —  тензор 

скоростей деформаций векторного поля v (* означает 
транспонирование), а коэффициенты вязкостей lij 
и mij образуют матрицы
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J u ui
i a=( 1) ( )1 2− −  —  приток импульса в i-ю компо-

ненту из другой компоненты; q = –k(q)∇q — сум-
марный тепловой поток (k —  теплопроводность); 
fi —  плотность внешних массовых сил, действующих 
на i-ю компоненту; g —  плотность внешних тепловых 
источников.

Пространственные переменные x ∈ ⊂Ω 3,  
а время t ∈[0, T], где T > 0 произвольно. Суще-
ственной по сравнению с однокомпонентным слу-
чаем является недиагональная структура матриц 
вязкостей (4), физически описывающая межкомпо-
нентное вязкое трение, а математически приводящая 
к присутствию старших членов в (2), “перевязыва-
ющих” эти уравнения между собой и не допускаю-
щих распада системы на отдельные системы Навье–
Стокса–Фурье для компонент смеси. Это не позво-
ляет “автоматически” перенести известные резуль-
таты для однокомпонентных систем (см., например, 
[4, 5]) на многокомпонентный случай.

Определяющие уравнения для термодинамичес-
ких параметров обязаны удовлетворять соотноше-
ниям Гиббса
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а также условиям термодинамической устойчивости
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Следуя подходу, предложенному в [4], будем пред-
полагать, что

 p p p ii i ei i i i( , )= ( ) ( ), =1, 2ρ θ ρ θ ρθ+ ,   (9)

с некоторыми функциями pei, pqi. Тогда из (6) полу-
чаем
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и с точностью до несущественных аддитивных кон-
стант
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с некоторыми функциями c iθ . Условия (7) заведомо 
выполнены, если ′pei , ′p iθ  положительны, а 
c z ciθ ( ) = > 01≥ const .  Теперь из (5) находим
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где s0i —  произвольные постоянные. Уравнение (8) 
в этом случае примет вид
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П о с т а н о в к а  з а д а ч и  H.  В замыкании области 
Q TT = (0, )× Ω  найти скалярные функции ri ≥ 0, 
i = 1, 2, q > 0 и векторные функции ui, i = 1, 2, удовле-
творяющие (1), (2), (13) и граничным условиям:

 ρ ρ θ θi t i i t i ti| = , | = , =1,2, | = ,=0 0 =0 0 =0 0u u  (14)

 u q ni i T= 0, =1, 2, = 0 (0, ) .⋅ × ∂на Ω  (15)

Здесь r0i, u0i и q0 —  заданные функции; n —  внешняя 
единичная нормаль к границе ∂W области W.

И физически, и математически необходимо, 
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убывала со временем, если система термодинами-
чески замкнута (т.е. g = 0). Поскольку

dS
dt

d
a

d

k
d

i
i i= 1 ( )

| |

( ) | |

=1

2
1 2

2

2

2

Ω Ω

Ω Ω

∫ ∑ ∫

∫

+
−

+

+ ∇ +

θ θ

θ θ
θ

S D: u x
u u

x

x ∫∫ ρ
θ
g

dx,

то достаточно условий на коэффициенты
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На функции pei, pqi будем налагать такие условия 
(i = 1, 2,  z ≥ 0):
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где c2 = const ≥ 1, c3, c4 = const > 0, g = const > 3. 
О функции k будем предполагать следующее:
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где c5 = const ≥ 1, m = const ≥ 2. Относительно 
функций cqi (см. (11)) примем такие гипотезы:
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где c6 = const ≥ 1.

П р и м е р  1. Предположения на давления и энер-
гии выполнены, например, если

 
p p

c i

ei i i i i i

i

m

( ) = , ( ) = ,

( )=1 , =1, 2.2
1

ρ ρ ρ ρ

θ θ

γ
θ

θ +
−

 (21)
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Уравнение (8) в этом случае примет вид
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При предположениях (21) с m = 2 существование 
слабых решений соответствующей стационарной 
краевой задачи доказано в [6].

Входные данные в задаче H будем брать из класса
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О п р е д е л е н и е  1. Пусть выполнены ограни-
чения (4), (9), (11), (16)–(20), (22), (23). С л а б ы м 
р е ш е н и е м  задачи называется набор функций 
ri ≥ 0, ui, i = 1, 2, и q > 0 следующего класса:
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удовлетворяющих уравнениям (1), (2), (13) и гранич-
ным условиям (14), (15) в слабом смысле (как 
в теории уравнений Навье–Стокса–Фурье для од-
нокомпонентной теплопроводной вязкой сжимаемой 
жидкости [4]).

Основной результат работы содержится в следу-
ющей теореме.

Те о р е м а  1. Пусть Ω ⊂3  —  ограниченная об-

ласть класса C 2
3

+σ
, s3 > 0, а T > 0 —  произвольное 
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конечное число. Тогда для любых входных данных 
класса, описанного в определении 1, и при оговоренных 
в нём условиях на параметры уравнений, существует 
хотя бы одно слабое решение задачи.

Доказательство теоремы 1 проводится по такой 
схеме:

1) формулировка приближённой задачи, в кото-
рой вводятся параметры q ∈ , 0 < e ≤ 1, 0 < d ≤ 1, 
уравнения (2) выполняются в смысле Галёркина 
(проектированием на q-мерное пространство базис-
ных функций), во все уравнения вводятся регуля-
ризующие добавки: eDri в правую часть (1), 
e(∇⊗ui)

*∇ri в левую часть (2), dqm+1 в левую часть 
(3), регуляризуются входные данные, уточняются 
краевые условия;

2) доказательство разрешимости приближенной 
задачи при фиксированных q, d и e при помощи 
принципа Лерэ–Шаудера;

3) переход к пределу при q → +¥ (доказательство 
разрешимости приближённой задачи с уравнениями 
импульса, выполненными в “полноценном” 
смысле);

4) переход к пределу по малым параметрам: сна-
чала e → 0, а затем d → 0;

5) на каждом этапе получение оценок решений, 
не зависящих от того параметра, по которому про-
водится предельный переход.
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A system of partial differential equations governing the three-dimensional unsteady flow of a homogeneous two-
component mixture of heat-conducting viscous compressible fluids (gases) is considered within the multivelocity 
approach. The model is complete in the sense that it retains all terms in the equations, which are a natural 
generalization of the Navier–Stokes–Fourier model for the motion of a single-component medium. The existence 
of weak solutions to the initial-boundary value problem describing the flow in a bounded domain is proved globally 
in time and the input data.
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