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Пусть K —  поле характеристики, отличной от 2. 
В классическом случае гиперэллиптического поля 

 = ( )( )K X F , определённого свободным от 
квадратов многочленом F K X∈ [ ]  чётной сте-
пени, ещё по работам Абеля и Чебышева из-
вестна связь между наличием единиц кольца 

D K X F F K XF = [ ]( ) = { | , [ ]}1 2 1 2ω ω ω ω+ ∈  и пе-

риодичностью разложения F  в непрерывную 
дробь (подробнее см. [1]).

Рассмотрим f K x∈ [ ]  —  свободный от квадратов 
многочлен нечётной степени 2 1g + , g ≥1 . Для по-
иска и построения нетривиальных S-единиц в гипер-

эллиптическом поле L K x f= ( )( )  в статье [2] был 
предложен метод функциональных непрерывных 
дробей, причём было показано, что наиболее эф-
фективное применение этот метод имеет для мно-

жеств S, состоящих из бесконечного нормирования 
и нормирования первой степени.

Пусть υh —  одно из двух неэквивалентных со-
пряжённых нормирований поля L, связанных с ли-
нейным многочленом h K x∈ [ ]. Опираясь на метод 
функциональных непрерывных дробей, в ста-
тьях [3–10]  была глубоко изучена проблема суще-
ствования и построения нетривиальных S-единиц 
в гиперэллиптическом поле L в случае, когда мно-
жество S состоит из двух нормирований первой сте-
пени. В частности, в [6] впервые было показано, что 
условие периодичности непрерывных дробей эле-

ментов f hg/  и f hg/ 1+ , построенных в поле фор-
мальных степенных рядов K h(( )), эквивалентно на-
личию в поле L  нетривиальных S-единиц, где 
S h={ , }υ ¥ .

В отличие от числовых непрерывных дробей, 
в случае функциональных непрерывных дробей воз-
никает новое понятие квазипериодичности —  пе-
риодичности с точностью до умножения на посто-
янную величину. Кроме того, даже при наличии 
в поле L нетривиальных S-единиц не каждая квад-
ратичная иррациональность имеет периодическое 
или квазипериодическое разложение в непрерывную 
дробь. В то же время из наличия элементов в поле L 
с периодическим разложением в непрерывную дробь 
следует, что в поле L есть нетривиальные S-единицы, 



  S-ЕДИНИЦЫ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ НОРМИРОВАНИЙ И ПЕРИОДИЧНОСТЬ... 281

ДОКЛАДЫ  АКАДЕМИИ  НАУК том 486 № 3 2019

а значит, непрерывные дроби элементов f hg/  и 
f hg/ 1+  периодические. Тем самым элементы 
f hg/  и f hg/ 1+  можно считать ключевыми для 

определения существования нетривиальных S-еди-
ниц в поле L.

В данном сообщении мы рассматриваем непре-
рывные дроби обобщённого типа и их связь с проб-
лемой существования и построения фундаменталь-
ных S-единиц в гиперэллиптическом поле L для 
множеств S, состоящих из двух нормирований пер-
вой степени. Отдельно мы выделяем важный случай, 
когда множество S Sh=  состоит из двух неэквива-
лентных сопряжённых нормирований, связанных 
с линейным многочленом h. Свойства Sh-единиц 
поля L и их связь с периодичностью традиционных 
непрерывных дробей в K h(( ))  детально обсуждаются 
в статье [3].

Пусть  —  множество нормирований поля L, оп-
ределённых над полем K. Обозначим Div(L) —  группу 
K-дивизоров поля L,

Div( ) = = , ,L D n n
υ

υ υυ
∈
∑ ∈











где для каждого дивизора D в наборе чисел { }nυ υ∈  
только конечное количество отлично от нуля. Там, 
где ясно, что суммирование берётся по υ ∈, будем 
его опускать. Все дивизоры, о которых далее пойдёт 
речь, лежат в Div (L).

Для  D L∈Div( ) ,  D n= ∑ υυ ,  определим 

deg deg .D n= ∑ υ υ   Для фиксированного нормиро-

вания υ ∈ определим число υ υ υ( ) = = ( )D n n D . Ди-
визор D L∈Div( )  называется эффективным, если 
υ( ) 0D ≥  для всех υ ∈. Скажем, что для дивизоров 
D E L, ( )∈Div  выполнено сравнение D E≤ , если 
E D-  эффективный дивизор.

Для главного дивизора (a) функции α ∈L , α ≠ 0,  
обозначим (a)z и (a)p, соответственно, эффективный 
дивизор нулей и эффективный дивизор полюсов 
функции a так, что (a)  = (a)z - (a)p, причём 

υ α υ α( ) ( ) = 0z p( )⋅ ( )  для всех υ ∈.

Группу дивизоров степени ноль поля L обозначим 
Div( )L , группу главных дивизоров поля L обо-
значим Princ(L), группу классов дивизоров степени 
ноль поля L обозначим ∆ ( ) ( ) / ( ).L L L= Div Princ  
Скажем, что дивизоры D E L, ( )∈Div  эквивалентны 
D E , если они принадлежат одному классу 
в группе классов дивизоров D°(L).

Инволюция ι поля L, действующая ι : f f→ − , 
ι2 = id, может быть естественным образом определена 
на группе дивизоров Div(L) поля L.

Для традиционных функциональных непрерывных 
дробей в статьях [7] и [8] был представлен новый гео-
метрический метод, основанный на последовательном 
построении специальных дивизоров для заданного 
элемента гиперэллиптического поля. Многочлены 
Мамфорда этой последовательности дивизоров ока-
зываются тесно связанными с непрерывной дробью 
рассматриваемого элемента. Основные результаты 
данного сообщения были получены путём обобщения 
и продолжения идей [7] на случай непрерывных дро-
бей обобщённого типа и анализа связанных с ними 
дивизоров в комбинации с нашими результатами [3] 
о фундаментальных Sh-единицах поля L.

Нами уже рассматривались непрерывные дроби 
обобщённого типа, но они были построены в гипер-
эллитпическом поле L по нормированию второй 
степени. В статье [11] такие непрерывные дроби 
впервые нашли эффективное применение в про-
блеме поиска и построения нетривиальных S-единиц 
в гиперэллиптических полях в случае, когда множе-
ство S состоит из нормирования второй степени 
и бесконечных нормирований или когда множество S 
состоит из двух неэквивалентных сопряжённых нор-
мирований второй степени.

Перед тем как перейти к изложению основных 
результатов данной работы, покажем, как может 
быть построена непрерывная дробь обобщённого 
типа в поле формальных степенных рядов K h(( ))  
и в гиперэллиптическом поле L, а также проведём 
необходимый для дальнейшего изложения анализ 
дивизоров функций, связанных с построенной не-
прерывной дробью обобщённого типа.

Элемент α ∈K h(( ))  имеет вид α =
=

b hj
j

j s

¥

∑ ,  где 

s ∈ , bs ≠ 0 , b Kj ∈  для j s≥ . Положим a a0 =  

и определим a b hj
j

j s
h0

=

0

0= =∑ [ ] ,α  если s < 0 , а иначе 

a0 = 0 . Множество целых неотрицательных чисел 
обозначим 0. Для каждого j ∈0 , если α j ja− ≠ 0,  

определим полное частное α αj j jh a K h+ − ∈1 = / ( ) (( )) 

и неполное частное aj j h+ +
 1 1= α . В итоге для эле-

мента a мы получим конечное или бесконечное вы-
ражение вида

 a
h

a h
a

0

1
2

,+
+

+

 (1)
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которое называется непрерывной дробью обобщён-
ного типа. Для краткости выражение (1) будем за-
писывать так [ ; , ,0 1 2a a a ], и называть непрерывной 
дробью, так как далее мы будем рассматривать 
только непрерывные дроби вида (1). Если на неко-
тором n-м шаге αn na− = 0 , то непрерывная дробь 
для элемента a конечная, и справедливо равенство 
a =[ ; , , ]0 1a a an .  Отметим, что непрерывная дробь 
элемента a конечная тогда и только тогда, когда 
α ∈ ⊂K x K h( ) (( )) . Если непрерывная дробь для эле-
мента a бесконечная, то соответствующие подходя-
щие дроби [ ; , , ]0 1a a aj , j ∈0 , сходятся к a по нор-
мированию υh. Так как по предположению в  есть 
два неэквивалентных сопряженных нормирования, 

связанных с линейным многочленом h, то f  пред-
ставляется в виде формального степенного ряда в 
K h(( )) , и для любого элемента α ∈ ⊂L K h(( ))  все 
полные частные α j j j ja a a L=[ ; , , ]1 2+ + ∈ .

Эффективный дивизор, соответствующий един-
ственному бесконечному нормированию υ∞ поля L, 
обозначим ∞ ∈Div( )L , а эффективный дивизор, со-
ответствующий нормированию υh, обозначим D Lh ∈ .  
Тогда главный дивизор многочлена h можно записать 
в следующем виде: ( )h D Dh h= 2+ −ι ∞,  причём 
D Dh h≠ ι .

Пусть элемент α ∈L  имеет вид

 α = ,f V
U

+   (2)

где

 
U V K x U h f V

U g V g
, [ ], ,

= , .

2∈ ⋅ −
≤

|
deg deg

 (3)

Определим

 
R

f V
U h

a W aU V

T
f W
U h

f W
T

h= , = , = ,

= , = .

2

2

−
⋅

−

−
⋅

+

[ ]α

β
 (4)

П р е д л о ж е н и е  1. Справедливы следующие 
утверждения:

1) R W T K x, , [ ]∈  —  многочлены, причём 
deg degR T g= = , degW g≤ ;

2) существуют и однозначно определены эффек-
тивные дивизоры D D D LR U T, , ( )∈Div  такие, что глав-
ные дивизоры многочленов R U T K x, , [ ]∈  и функций 

f V f W L− − ∈,  имеют вид

 ( ) )R D D r D D g R rR R h h h= ( ) 2 , = ,+ + + − ⋅ι ι υ¥ (   (5)

 ( ) )U D D s D D g U sU U h h h= ( ) 2 , = ,+ + + − ⋅ι ι υ¥ (   (6)

 ( ) )T D D t D D g T tT T h h h= ( ) 2 , = ,+ + + − ⋅ι ι υ¥ (   (7)

 f V D r s D D gR h U−( ) + + + + − + ⋅= ( 1) (2 1) ,ι ¥   (8)

 f W D s t D D gU h T−( ) + + + + − + ⋅= ( 1) (2 1) ;ι ¥   (9)

3) справедливо тождество β α( ) =− a h .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из условий следует, что 
R  —  многочлен степени g . Так как элемент a h=[ ]a  
имеет вид a a h s= ⋅ − , где a K x∈ [ ] , deg ,a s≤ ∈0  
υh U s( ) = , то W  —  многочлен степени, не превосхо-
дящей g. Положим υh R r( ) = . Определим в качестве 
DR  и DU  такие максимальные эффективные диви-

зоры из Div( )L , что D R hR
r

z≤ ⋅ −( ) ,  D f VR
z

≤ −( ) , и 

D U hU
s

z
≤ ⋅( )− ,  ιD f VU

z
≤ −( ) .  В силу того, что по 

построению (2)  справедливо равенство 
f V R h U− ⋅ ⋅2 = , выполнены соотношения (5), (6), (8).

Далее покажем, что D s D f WU h
z

+ + ≤ −( )( 1) .   

Рассмотрим тождество

 f W
U

f V
U

a
− +

−= .  (10)

Поскольку полюсы главного дивизора функции а 

имеют вид s D Dh h( )+ ι  и D f VU
z

≤ +( ) ,  то

ιD
f V
U

aU

p

≤
+

−








 ,

следовательно, D f WU
z

≤ −( ) .  С другой стороны, 

по построению υh a s( ) = −  и

υ υ αh h

f V
U

a a
+

−








 −( ) ≥= 0,

следовательно, ( 1)s D f Wh
z

+ ≤ −( ) .  Таким образом, 

D s D f WU h
z

+ + ≤ −( )( 1) , следовательно, U h f W⋅ −| ,2  

откуда получаем, что T —  многочлен степени g.

Определим t Th= υ ( )  и DT  —  такой максималь-
ный эффективный дивизор из Div( )L , что 
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D T hT
t

z≤ ⋅ −( ) , ιD f WT
z

≤ −( ) . Так как f W U h T− ⋅ ⋅2 = , 
то справедливы соотношения (7) и (9).

Единственность дивизоров D D D LR U T, , ( )∈Div  
следует из соотношений (4) и (5)–(9).

Соотношение β α( ) =− a h  следует из (10) и равен-
ства f W U h T− ⋅ ⋅2 = .

Предложение 1 позволяет с помощью формул (4) 
для элемента a, определённого в (2), эффективно 
строить нерерывную дробь вида (1) и её полные 
частные an.

П р е д л о ж е н и е  2. Пусть дан элемент 
α α0 = ∈L  вида (2)–(3). Тогда для j ∈ , j ≥ −1, су-
ществуют и однозначно определены многочлены 
U V K xj j, [ ]∈ , degU gj = , degV gj ≤ , и эффективные 

дивизоры D Lj ∈Div( ) , для которых при j ≥ −1  спра-
ведливы следующие формулы:

 α j
j

j
j j j

V f

U
f V U h U+

+
+

+
− ⋅ ⋅1

1

2
1= , = ,  (11)

 a V a U Vj j h j j j j+ + + + + −1 1 1 1 1= , = ,[ ]α  (12)

 s U aj h j h j h j+ + + +− −1 1 1 1= = = ,υ υ υ α( ) ( ) ( )  (13)

 ( )U D D s D D gj j j j h h= ( ) 2 ,+ + + − ⋅ι ι ¥  (14)

 
( )V f D s s D

D g
j j j j h

j

− + + + +
+ − + ⋅

+

+

= ( 1)
(2 1) .

1

1ι ¥
  

(15)

Д о к а з а т е л ь с т в о . По элементу a  с помощью 
формул (4) строим элемент β . По построению не-
прерывной дроби имеем α α1 0 0( ) =− a h , а с другой 
стороны по предложению 1 имеем β α( ) =− a h . Из 
того, что a a= 0  следует, что α β1 = , т.е. элементы a0  
и a1  имеют вид

 α j
j

j

f V

U
j= , = 0,1,1+ −  (16)

где

 V V U R U U V W U T- -1 1 0 0 1= , = , = , = , = .  (17)

Положим

 
D D D D D D

s r s s s t
R U T-

-

1 0 1

1 0 1

= , = , = ,
= , = , = .

 (18)

Продолжая рассуждать аналогично и далее, с по-
мощью предложения 1 завершаем доказательство 
предложения 2.

Из предложения 2 следует, что данному элементу 
α ∈L  вида (2), (3)  соответствует корректно опре-
делённая последовательность эффективных диви-
зоров Dj, j ∈0 . Следующее важное предложение 
играет ключевую роль в доказательстве основных 
результатов этой работы, сформулированных ниже 
в теореме.

П р е д л о ж е н и е  3. Для n ∈  справедливы соот-
ношения

 
D s D D

s D s D

n n h

h
j

n

j h

+ ⋅ − −

− ⋅ + −
−

∑
ι

ι

0

0
=0

1

(2 1)( ). ¥
 

(19)

Д о к а з а т е л ь с т в о . Просуммируем (15) по 
j n= 0,1 , 1, , -  получим

 j

n

j h
j

n

j j n

n h

s D D D D D

s s D n g
=0

1

=0

1

0

0

(2 1) ( )

( ) (2

− −

∑ ∑+ + + − + +

+ − ⋅ +

ι ι ι

 11) .⋅¥
  

(20)

Так как deg( ) =D s D gj j h+ ⋅ , то в силу (14) из (20) 
следует (19).

Те о р е м а .  Пусть элемент α ∈L  имеет вид (2), 

где U = hg, V h f hg g

h
= ⋅ 





− . Пусть справедливы по-

строения (4), (16)–(18) и (11)–(15)  для j ∈0 . Тогда 
следующие условия эквивалентны:

1) найдётся минимальный номер n ∈  такой, что 
Dn = 0 ;

2) найдётся минимальный номер n ∈  такой, что 
V Vn = 0  и U chn

g=  для некоторой постоянной c K∈ ∗ ;

3) класс дивизора ( )Dh -¥  имеет конечный поря-
док m в группе классов дивизоров D°(L);

4) класс дивизора ( )D Dh h− ι  имеет конечный по-
рядок mh  в группе классов дивизоров D°(L);

5) непрерывная дробь элемента a  типа (1), ква-
зипериодическая с длиной квазипериода n.

Если существуют n m mh, , ∈, указанные в экви-
валентных условиях 1)–5), то

непрерывная дробь a  чисто периодическая с длиной 
периода либо n , если в пункте 2), постоянная c =1,  
либо с длиной периода 2n  и коэффициентом квазипе-
риода 1/ c , если c ≠1 ;
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справедливы соотношения

 
m s

s a U j
j

n

j

j h j h j h j

= +

= − = − = ∈
=

−

∑
0

1

0

2 1( ),

( ) ( ) ( ), ;где υ α υ υ 

 (21)

для минимального t ∈ , такого, что D t2 = 0 , спра-
ведливы соотношения

 m t sh
j

t

j= ;
=0

2 1

+
−

∑  (22)

4) если m  чётно, то m mh = / 2 , если m нечётно, 
то m mh = .

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из вида элемента a  сле-
дует, что D0 = 0 , s g0 = .

Эквивалентность условий 1) и 2) следует из пред-
ложения 2.

Докажем, что из условия 3) следует условие 1).

Предположим, что дивизор ( )Dh − ∞  имеет поря-
док m ∈ . Тогда найдется такой номер n ∈ , что

j

n

j
j

n

js m s
=0

2

=0

1

(2 1)< (2 1).
− −

∑ ∑+ ≤ +

Обозначим δ = (2 1)
=0

1

s mj
j

n

+ −
−

∑ , тогда 0 2 1≤ ≤ −δ sn . 

Из предложения 3 следует, что

 D s D D s D Dn n h h h+ ⋅ − − ⋅ − ∞ι ι δ0 0 ( ).  (23)

Пусть δ δ δ= 2 0 1− , где δ1 {0,1}∈ , 0 0 1≤ ≤ −δ sn , 
δ δ1 0≤ . Так как

 2( ) ( ),D D Dh h h− ∞ − ι  (24)

то из (23) получаем

 
D s D D s D

D D
n n h h

h h

+ ⋅ + ⋅ −
− ⋅ + − + ⋅∞

ι ι
δ ι δ δ δ

 0 0

0 0 1 1( ) .
 (25)

Так как по условию теоремы s sn− ≤1 0 , то в левой 
и правой частях (25) стоят эффективные дивизоры 
степени g. Обозначим

 
E D s D

D s D D D
n n h

h h h

=
( ( ) ).0 0 0 0 1 1

+ ⋅ −
− + ⋅ − ⋅ + − + ⋅∞

ι
ι δ ι δ δ δ

 (26)

Поскольку E  0  и степень эффективного диви-
зора полюсов E равна g, то E —  главный дивизор 
некоторой рациональной функции β ∈K x( )  
(см. [12]). Для любого конечного нормирования 
υ ∈, такого, что υ υ≠ h , υ ιυ≠ h  и υ ιυ≠ , имеем 
υ υ ι( ) ( ) 0E E⋅ ≤ ,  а так как E —  главный дивизор ра-
циональной функции, то получаем v v( ) = ( ) = 0E Eι .  
Для любого конечного нормирования υ ∈, такого, 
что υ ιυ= , имеем v( ) 1E ≤ , а для главного дивизора 
рациональной функции E это возможно только, если 
v( ) = 0E .  Получается, что β = bhq  для некоторых 
q ∈  и b K∈ ∗ .  Из (26) имеем v¥( )E ≤1 , 
следователь но, q = 0 . Так как по построению 
v vh n h nD D( ) ( ) ,= = 0ι , то δ = 0  и Dn = 0.  Отсюда сле-
дует условие 1).

Докажем, что из условия 1) следует условие 3).

Предположим, что n —  минимальное число такое, 
что Dn = 0, тогда по предложению 3 сразу следует, что 
класс дивизора ( )Dh − ∞  имеет конечный порядок m 
в D°(L), причём m и n связаны со слов В силу (24) из 
условия 3) следует конечность порядка класса диви-
зора ( )D Dh h− ι  в D°(L), т.е. следует условие 4).

Далее, при условии конечности порядка класса 
дивизора ( )Dh − ∞  в D°(L) для некоторого t ∈  со-
отношение (22) следует из предложения 3).

Если справедливо условие 4), то из (24) имеем 
условие 3).

Образ дивизора ( )D Dh h− ι  в группе классов ди-
визоров D°(L) имеет конечный порядок mh  тогда 
и только тогда, когда D Dt2 0=  для некоторого t ∈ ,  
причём если t минимальное такое число, то справед-
ливо равенство (22). Из (21) видно, что n и m одно-
временно чётны или нечётны, следовательно, срав-
нивая (21) и (22), при нечётном m имеем n t=  и 
m mh = , а при чётном m имеем n t= 2  и m mh = / 2 .

Докажем, что условие 2) эквивалентно 
условию 5).

При заданном нормировании vh непрерывная 
дробь полного частного α j L∈  зависит только от 
значения a j , поэтому, в силу (11), квазипериодич-
ность a0  эквивалентна условиям V Vn = 0  и U cUn = 0  
для некоторого минимального n ∈, т.е. квазипери-
одичность a0  эквивалентна условию 2). Далее, в силу 
симметрии квазипериода непрерывной дроби (ана-
логично теореме 3 [7]) имеем c =1 , если n чётно; для 
нечётного n длина периода совпадает с длиной ква-
зипериода или в два раза больше длины квазипериода.

Доказанная теорема и формулы (11), (12)  позво-
ляют для линейного многочлена h сформулировать 
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эффективный алгоритм поиска Sh -единиц и классов 
дивизоров конечного порядка в D°(L).

Продемонстрируем полученные результаты на 
следующем примере в случае g = 3 .

П р и м е р . Рассмотрим поле K =  и многочлен

f h h h h h h h= 2 2 2 2 1=7 6 5 4 3 2+ − − − − + +

= 1 3 2 3 1 .6 5 4 2h h h h h h−( ) + + − − −( )
Нормирование поля ( )h , связанное с υh, имеет 

два неэквивалентных продолжения υh и ιυh  на поле 

L h f= ( )( ) . В поле (( ))h  элемент f  имеет 

разложение f h h=1 2+ − + Бесконечное норми-
рование поля ( )x  имеет единственное продолжение 
на поле L . Рассмотрим D g Dh0 = ⋅ , где g = 3 . Нахо-
дим U h0

3= , V h h0
2=1+ − . Далее строим непрерыв-

ную дробь для элемента f h/ 3  по нормированию 
υh:

f
h h

h h

h
h

h
h h

3 3
2

2

2

3
2

= 1 1 ;

1, 2 1 , 1, 2 1

− − −( )




− − +( ) − − − −( )



.

Непрерывная дробь элемента f h/ 3  периоди-
ческая, причём период симметричен, длина периода 
равна длине квазипериода и равна 4. Замечаем, что 
U U4 0=  и V V4 0= , поэтому справедливы условия 
теоремы и, следовательно, в якобиане гиперэллип-
тического поля L класс дивизора ( )Dh -¥  имеет 
порядок m =14 , а класс дивизора ( )D Dh h− ι  имеет 

порядок 
m
2

= 7.  В поле L существует фундаменталь-

ная S-единица u степени 14:

u f u u h= , = ,1 2
14µ µ− ⋅

µ

µ
1

7 6 5 4 2

2
3 2

= 2 6 2 4 6 2,
= 2 2 1 .

h h h h h h

h h h

+ + + − − −

− + + +( )

Также в поле L существует фундаментальная Sh-
единица uh степени 7, u u hh = 7⋅ − .
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This article proves the equivalence theorem for the following conditions: the periodicity of continued fractions 
of a generalized type for key elements hyperelliptic field L, the existence in the hyperelliptic field L of nontrivial 
S-units for sets S, consisting two valuations of degree one, and the existence of the torsion of a certain type in the 
Jacobian variety, associated with the hyperelliptic field L. This theorem allows in practice using continued fractions 
of a generalized type effectively search for fundamental S-units of hyperelliptic fields. We give an example of the 
hyperelliptic field of genus 3, showing all three equivalent conditions in the indicated theorem.
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