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Мы выводим формулу площади построенных по 
контактным отображениям класса CH

1  графиков на 
сублоренцевых структурах произвольной глубины 
с многомерным временем. Напомним, что такие 
структуры являются неголономным обобщением 
геометрии Минковского (см., например, [1] и цити-
руемые авторами литературные источники), когда 
квадрат расстояния вдоль одного из направлений 
(называемого временным) отрицателен. См. работы 
[2–7], в которых установлены тонкие свойства раз-
нообразных обобщений геометрии Минковского. 
В данном сообщении мы развиваем результат [8] 
о формуле площади для графиков достаточно глад-
ких отображений на группах произвольной глубины. 
Случай графиков CH

1 -отображений без дополнитель-
ных требований гладкости интересен тем, что они 
не являются дифференцируемыми ни в классичес-
ком, ни в субримановом смысле, и для них справед-
лив результат только о полиномиальной субримано-
вой дифференцируемости [9]. В общем случае необ-
ходимость дополнительной гладкости отображения, 
по которому строится график, вызвана тем, что по-
строенная аппроксимация должна быть устойчива 
к заменам базиса, нужным для вывода метрических 
свойств. Для получения этого свойства необходима 
более точная сравнительно с o d x y( ( , ))2  аппрокси-
мация по координатам малых степеней, что решается 
требованием дополнительной гладкости отобра-
жения по этим переменным. В рамках настоящего 
исследования мы рассмотрим представляющий не-

зависимый интерес класс CH
1 -отображений, для ко-

торых, тем не менее, такое требование не является 
обязательным (см. также [10, 11]).

Сформулируем необходимые определения и ре-
зультаты.

О п р е д е л е н и е  1 (см., например, [12]). Н и л ь -
п о т е н т н о й  г р а д у и р о в а н н о й  г р у п п о й 
( Л и )  называется связная односвязная стратифи-
цированная группа Ли  , алгебра Ли V  которой 
градуирована, т.е., представляется в виде 

V V V V V V V
k

M

k k k M= ,[ , ] , [ , ]={0}
=1

1 1 1⊕ ⊂ + , k M=1, 2 , 1, , −

[ , ] { }.M MV V = 0

О б о з н а ч е н и е  1. Обозначим топологическую 
размерность группы   символом N, базисные век-
торные поля  X X N1, , , хаусдорфову размерность ν, 

и положим n Vi i= dim , i M=1, 2 ,, .  Для группы   
будем использовать те же обозначения, только со 
знаком ∼.

О п р е д е л е н и е  2. Если базисное поле X l  при-
надлежит Vk , то его с т е п е н ь  degX l  равна k, 
l N=1, 2 ,, ,…  k M=1, 2 ,, .

Согласованное с субримановой структурой рас-

стояние определяется для w w X v
i

N

i i= ( )
=1

exp ∑





 как 

d w v w
i N i

degXi
∞( , ) = {| | }

=1, ,

1

max


.

О п р е д е л е н и е  3. Пусть G G U, ⊂ , где   —  
нильпотентная градуированная группа топологичес-

кой размерности N N+  ,  ∩ � �= 0 =( , )0 0 ,  поля 
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X X N1, , , X X N
� … ��1, ,  определены на всей группе   

и составляют её базис, Ω ⊂  —  открытое множе-

ство, и ϕ : Ω → . О т о б р а ж е н и е - г р а ф и к  ϕΓ  
сопоставляет каждой точке x ∈Ω  элемент

ϕ ϕΓ ( ) = ( ) ( ),
=1

x x X x
j

N

j jexp


∑







где { } =1j j j
N  —  координатные функции: (j) = 

= ( ) ( )
=1

exp .
j

N

j jx X
�

� �∑






ϕ 0

З а м е ч а н и е  1. Случай U G G= ×   является 
частным для описанного в определении 3. Комму-

таторы вида [ , ]X Xi j
  могут быть нетривиальными.

О п р е д е л е н и е  4. Пусть u ∈ . Отображение 

θu N
i

N

i iw w w w X u:( , , ) = ( )1
=1

… � exp ∑





 называется 

с и с т е м о й  н о р м а л ь н ы х  к о о р д и н а т  отно-
сительно u. В этом случае набор ( , , )1w wN  называ-
ется н о р м а л ь н ы м и  к о о р д и н а т а м и  точки 
w относительно u (в базисе { } =1X i i

N ).

О п р е д е л е н и е  5 (см., например, [13]). Если 
горизонтальные производные отображения j суще-
ствуют всюду, непрерывны и образ горизонтальных 
полей горизонтален, то j принадлежит классу CH

1 .

Те о р е м а  1 [13]. Если j —  CH
1 -отображение 

группы Карно в нильпотентную градуированную группу, 
то оно непрерывно hc-дифференцируемо всюду, т.е., 

существует горизонтальный гомоморфизм D x� �ϕ( ) : →  

такой, что d w D x w o d x w2 2( ( ), ( ) ) = ( ( , ))ϕ ϕ 〈 〉 , U w x → .
О п р е д е л е н и е  6 (см., например, [9]). Пусть 

  и   —  нильпотентные градуированные группы 

Ли, E ⊂, ψ : E → , и функция d� �: ( )ψ E × → +G R  
равна нулю только на одинаковых элементах и сим-
метрична. Будем говорить, что y п о л и н о м и а л ь н о 
hс-д и ф ф е р е н ц и р у е м о  в (предельной) точке 

x E∈  относительно d , если существует отображение 

x : →   такое, что

1) d( ( ), ) = ( ( , ))ψ w w o d x wx 〈 〉 ∞ , E w x → ;

2) x x x xw L w( ) = ( )( )
1θ θψ  

− , где Lx  полиноми-

ально зависит от w wN1, , , а exp .
i

N

i iw X x w
=1

( ) =∑





Известно [9], что отображения-графики, постро-
енные по контактным отображениям класса CH

1 , 

являются полиномиально hc-дифференцируемыми, 
и полиномиальный hc-дифференциал в нормальных 
координатах имеет вид

   

∆i

i

h
Xi

Xi

x y

y K y x

( , ) =

( ( ))
| | =

, ,| | | |>0

, ,= + −
+ +

= +

∑
κ µ λ

κ λ µ

κ µ λ
κ µϕ

deg

(( ( ))

( ( )) ( ( ))
| | =

, , >0

, , ,

ϕ

ϕ ϕ

λ

α β γ τ
α τ

α β γ τ
β

x

L x x
h

Xi

Xi

+

+ −
+ + +

=

∑
deg

γγ α τ

κ µ λ
κ

ϕ

ϕ

y D x y

x y D x yj j

h
X j

( ( ) ) ,

( , ) =( ( ) )

| | =
,

�

� �

�

〈 〉

〈 〉 +

+
+ +

=

∆

deg ,,| | | |>0

, ,

| | =

( ( )) ( ( ))

λ µ

κ µ λ
κ µ λ

α β γ τ

ϕ ϕ

+

+ + +
=

∑ − +

+

K y x xX j

h
X j

�

�deg ,, , >0

, , , ( ( )) ( ( )) ( ( ) ) ,

α τ

α β γ τ
β γ α τϕ ϕ ϕ∑ − 〈 〉L x x y D x yX j� �

 (1)

y y yN=( , , )1  , j j j( ) =( ( ), , ( ))1x x x
N

… � , а K
Xi
κ µ λ, , , L

Xi
α β γ τ, , , ,  

K X j
κ µ λ, ,



 и LX j
α β γ τ, , ,



 —  константы для всех мультииндексов 

k, m, l, a, b, g, t, i N=1, 2 ,, , j N=1, 2 ,,… � . Пред-
положим, что в каждой точке x существует такая 
замена исходного базиса на адаптированный, что 
она приводит (1) к однородному виду

 

∆i i

h
Xi

Xix y y L x y D x y

i

( , ) = ( ) ( ( ) ) ,

=

| | =
, , >0

,+ 〈 〉
+

=

∑
α τ

α τ

α τ
α τϕ

deg

� �

11, 2 ,

( , ) =( ( ) )

| | =
, , >0

,

, ,…
� �

�

�

N

x y D x y

L

j j

h
X j

∆ ϕ

α τ
α τ

α τ

〈 〉 +

+
+

=

∑
deg

XX j
x y D x y

j N

�
�

… �

( ) ( ( ) ) ,

=1, 2 , ,

α τϕ 〈 〉

,

 (2)

и, кроме того, сохраняет на   треугольную таб-
лицу коммутаторов с исходными степенями ба-
зисных полей. Иными словами, справедливы со-
отношения

[ , ]( ) ( ) ( ),

, =1, ,

:

x
i

x
j

k Yk Yi Y j

ijk
x

kY Y y c x Y y

i j M

= ⋅
≤ +
∑

deg deg deg

�

… ��.

Приведём примеры таких отображений.

1. Если в (1) константы K Y
κ µ λ, , 0≠  только при 

| |=1k  и LX j
α β γ τ, , , 0


≠  только при β γ= = 0 , то (1) имеет 
вид
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∆i i

h
Xi

Xi

x y y

K y

( , ) =

( (
| | =

,| |=1,| | | |>0

, ,

+

+ −
+ +

+

∑
κ µ λ

κ λ µ

κ µ λ
κ ϕ

= deg

xx x

L y D x y i
h

Xi

Xi

)) ( ( ))

( ( ) ) , =1
| | =

, , >0

,

µ λ

α τ
α τ

α τ
α τ

ϕ

ϕ

+

+ 〈 〉
+

=

∑
deg

� ,, 2 ,

( , ) =( ( ) )

| | =
,| |=1,| |

, ,…

� �

�

N

x y D x yj j

h
X j

∆ ϕ

κ µ λ
κ λ

〈 〉 +

+
+ +

= +deg || |>0

, ,

| | =
, , >0

( ( )) ( ( ))

µ

κ µ λ
κ µ λ

α τ
α τ

α

ϕ ϕ∑

∑

− +

+
+

=

K y x x

L

X j

h
X j

�

�deg

,, ( ( ) ) , =1, 2 , ,τ
α τϕX j y D x y j N

� � … �〈 〉 ,

y y yN=( , , )1  , j j j( ) =( ( ), , ( ))1x x x
N

… � , а K
Xi
κ µ λ, , , L

Xi
α τ, ,  

K X j
κ µ λ, ,



 и LX j
α τ,



 —  константы для всех мультииндексов 
k , m , l , a , t . Тогда для приведения (1) к виду (2) 
достаточно применить линейные преобразования 
базиса.

2. Если M M= = 2 , то условие п. 1 выполнено.

3. Если [ , ]= 0X Xi j
  на  ,  i N=1, 2 ,, ,  

j N=1, 2 ,, ,… �  то формула (1) имеет вид

∆

∆
i i

j j

x y y i N

x y D x y j N

( , ) = , =1, 2 ,

( , ) = ( ( ) ) , =1, 2 , .

, ,

,

…
� � … �ϕ 〈 〉

4. Пусть [ , ]X X V M M Mj i M
� � � ��∈ =, max{ , }  или 

[ , ]= 0X Xj i
 ,  где V V

k

M M

k
� �

�

=
=1

{ , }max

⊕  —  алгебра Ли полей 

на  , i N=1, 2 ,, ,…  j N=1, 2 ,, .… �  Тогда (1) имеет 
такой же вид, как в п. 1, и, кроме того, треугольная 
таблица коммутаторов после приведения коэффи-
циентов полиномиального субриманова дифферен-
циала к виду (2) сохраняется, так как коммутаторы 
добавленных к исходным полей будут нулевыми по 
предположению о свойствах [ , ]�X Xj i .

Нетрудно показать, что отображения, удовлетво-
ряющие условиям предположения о замене базиса, 
аппроксимируются однородной формой полиноми-
ального субриманова дифференциала относительно 
d

x


2.

Перейдём к описанию сублоренцевой структуры 
на . Разобьём в описании базисные векторные поля 
на “положительные” и “отрицательные” в зависи-
мости от знака квадрата длины. Положим 

{ , , , , , } ={ , , }1 1 1X X X X Y YN N
N

… � … � …�
� , где N N N� �= + . 

Кроме того, пусть V V Vk k k
  = { , }span

+ −
, где V k



−
 совпа-

дает с линейной оболочкой поднабора или полного 
набора базисных полей, входящих в V k

 , а множества 

V k


+
 и V k


−
 не пересекаются, и дополнительно V Vk k

� �−
= , 

k M= 2,3 ,,… � .

Поскольку во внутреннем базисе дифференциалы 
полиномиальных субримановых дифференциалов 
имеют блочно-нижнетреугольный вид в силу пред-
положения, где каждый диагональный блок состоит 
из единичной матрицы размерности ni и ( )n ni i× -
блока ( )

,
D

V i Vi

�
�j  матрицы Dj , то, перегруппируя при 

необходимости поля в образе, представим эти блоки 

как объединение частей ( )
,

D
V i Vi

�
�ϕ+  и ( )

,
D

V i Vi

�
�ϕ− , где 

“минусовые” части состоят из строк, соответству-

ющих полям из V i


−
, i M=1, 2 ,, .… �

Приведём определения сублоренцевых расстоя-
ния и меры сразу для внутреннего базиса. В опреде-
лениях 7 и 8, свойстве 1, а также в теореме 2 положим 

( ,1
xY  , x

N
x x

N
x x

NY X X X X�
�… � … �) =( , , , , , )1 1 .

О п р е д е л е н и е  7 [8]. Пусть w w Y v
i

N

i
x

i= ( )
=1

exp .


∑








  

Определим величину x w vd2
2( , )  следующим образом:

x

k M
j Y j V k

j

j Y j V k

j

j

w v y yd2
2

=1, ,
:

2

:

2

:

( , ) = { ( )max
… �

� �

sgn
∈

+
∈

−
∑ ∑− ×

×
YY j V k

j

j Y j V k

j
ky y

∈
+

∈
−

∑ ∑−
� �

2

:

2 1/| }.

Множество { ( , )< }2
2 2w w v rx∈: d  называется ш а -

р о м  о т н о с и т е л ь н о  x d2
2  радиуса r > 0  с ц е н -

т р о м  в  т о ч к е  v и обозначается символом 
x v rBox2( , )d .

З а м е ч а н и е  2. При отображении θv
−1  шар 

x v rBox2( , )d  переходит в декартово произведение мно-
жеств

{( , , ) : ( )1

:

2

:

2

:

y y y ys s nk nk
j Y j V k

j

j Y j V k

j

j

k k
+ + +

∈
+

∈
−

∑ ∑− ×

×

… �

� �

sgn

YY j V k

j

j Y j V k

j
k

k i i
k

i

y y r s n n s
∈

+
∈

− −

=

∑ ∑ ∑− = + =
� �

�2

:

2 2

1

1

1|< }, 0, ,

k M=1, 2 ,, .… �

Прежде чем определить понятие внутренней меры 
на поверхностях-образах, сформулируем требование 
на свойства (полиномиального) субриманова диф-
ференциала j.
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П р е д п о л о ж е н и е  1. Длины строк ( )
,

D
V j V j

�
�ϕ −  

не превосходят величину 
1

dimV
c

j

− , c > 0 , 

j M M=1, 2 , { , }, min .… �  Здесь Dj  —  hc-дифференциал 
контактного отображения.

С в о й с т в о  1. Предположение 1 обеспечивает 
свойство пространственноподобия для поверхности 
ϕΓ Ω( ) : иными словами, как и в случае двуступенча-
тых сублоренцевых структур, для всех v ∈ϕΓ Ω( )  ло-
кально такая поверхность будет лежать вне множе-
ства

w w Y v

y y

i

N

i
x

i

j Y j V k

j

j Y j V k

j

= ( ):

=

=1

:

2

:

exp

:

�

� �

∑

∑ ∑

















∈
+

∈
−

22, =1, 2 ,k M,… �








за исключением точки v ∈ϕΓ Ω( ) .

О п р е д е л е н и е  8 [8]. Пусть S = ( )ϕΓ Ω . Значе-
ние а д а п т и р о в а н н о й , или в н у т р е н н е й  м е р ы 
SLΓ

ν  для подмножеств S вычисляется по формуле

SL

j

M

V j i
i

i

xi

A rΓ

Γ

ν

δ

ν

ϕ

ω( ) = :
=1 0

1( )
2

∏ ∑
→ ∈

∈

−
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


dim lim inf

:






Boxd(( , ) , , < .x r A x A ri i i i⊃ ∈ 



δ

Следующий результат является основным.

Те о р е м а  2. Поверхность-график  ϕΓ Ω( )  является 
пространственноподобной, и для отображений-гра-
фиков справедлива формула площади

Ω
Γ

Γ Ω
Γ∫ ∫J H H( , ) ( ) = ( ),

( )

ϕ ν

ϕ

νx d x d ySL

где ν =
=1k

M

kV k∑dim , а якобиан SL x ( , )j  равен
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−
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−
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�

� �

�

ϕ ϕ
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1 2
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�
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−

 ×

× −∏ − −

j

M

V j V j V j V j V j
E D x D x

=2
,

*
,

( ( ) ( )( ) ( )).det dim
� �

� �ϕ ϕ

Идея доказательства основного шага —  подсчёта 
меры пересечения В образа полиномиального суб-

риманова дифференциала D xP
 ϕΓ ( )〈 〉  и сублорен-

цева шара x x rBox2( ( ), )d ϕΓ , x ∈ Ω , —  состоит 
в последовательном применении формулы копло-

щади для проекции π1  на V1, а затем —  для проекций 

π π2 1
, ,… �M −

 на V V M
� … ��2 1, , −  с учётом однородности 

полиномиального hc-дифференциала:

B
x
N

B
V x

N

V
x

V

y B

x

N

d d

d y d

∫ ∫

∫ ∫=
− ∩

−
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= ( ) =
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1 1

1

1
1

1
1( 1)
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



π

π
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1

1
1

1

1
1

1
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V
x

V

V M

x

VM
M

M yM B

d y d y

d

� �
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∫
−

−
−

−
−

− ∩

×
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 
dim dim

π

x

VM
Mydim ( ).
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For classes of graph mappings constructed from C1

H -mappings of nilpotent graded groups, we prove area formula 
on sub-Lorentzian structures of arbitrary depth with multi-dimensional time.
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