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1. Рассмотрим механическую систему, в состав 
которой входит материальная точка массы m и твёр-
дое тело массы M. Они взаимодействуют друг с дру-
гом посредством внутренних сил и никакие внешние 
силы на систему не действуют.

Системы такого рода представляют интерес при 
создании робототехнических устройств, перемеща-
ющихся вследствие движения масс, находящихся 
внутри корпуса, который по этой причине может 
быть сделан герметичным [1–3], что актуально, на-
пример, в случаях, когда внешняя среда агрессивна. 
Следовательно, необходимо учесть тот факт, что 
внутренняя масса не может выйти наружу, т.е. уда-
литься от центра масс корпуса дальше, чем на неко-
торое заданное расстояние, определяемое габари-
тами устройства.

Ограничимся изучением плоскопараллельных 
движений двух указанных объектов. Обозначим де-
картовы координаты материальной точки в системе 
координат, связанной с твёрдым телом, через x и y, 
причём центр этой системы поместим в центре масс 
твёрдого тела. Пусть главная центральная ось инер-

ции тела проходит через указанный центр. Соответ-
ствующий момент инерции обозначим через J. На-
ложим ограничение на возможные положения ма-
териальной точки, состоящее в том, что её рас-
стояние от центра масс тела не может превышать 
некоторой заданной постоянной величины R > 0. 
Предположим, что проекции u и v вектора скорости 
материальной точки на оси описанной системы ко-
ординат могут быть выбраны произвольно при 
условии, что модуль этого вектора не превышает V. 

Тогда, введя параметр µ = m
M m+ ,  движение рас-

сматриваемой механической системы можно описать 
следующими дифференциальными уравнениями [4]:
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где a J M= /  —  радиус инерции тела, j —  его угол 
поворота.

Пусть в начальный момент времени t = 0  все фа-
зовые координаты системы известны, а в конечный 
момент времени t T=  задан только угол поворота 
твёрдого тела
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Требуется с помощью управлений u и v перевести 
систему (1) из начального в конечное состояние за 
минимальное время T, т.е. решить задачу оптималь-
ного быстродействия при наличии ограничения на 
фазовые координаты [5].

Следуя [6], воспользуемся следующей заменой 
переменных:
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и получим из (1), сохранив старые обозначения, 
систему
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Далее перейдём к полярным переменным

x r y r u r v r= , = , = , = ,cos sin cos sinα α ξ ξξ ξ

где r  и a  описывают положение материальной 
точки, а rξ  и ξ  —  её скорость. Тогда, как показано 
в [6], систему (3) можно записать в форме
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где ˆˆ cos( )1u r= −ξ ξ α  и ˆ sin( )v r= −ξ ξ α  —  новые управ-
ления.

Как видно из системы (4), можно без ограничения 
общности положить a(0) = 0  и j(0) = 0,  заменив 
граничные условия (2) на
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Итак, необходимо решить задачу оптимального 
быстродействия для системы (4) с граничными усло-
виями (5).

2. Согласно [6], при r0 >1 на оптимальной траек-
тории величина r больше единицы и монотонно 
уменьшается с ростом | |a , а при r0 =1 оптимальная 

траектория —  единичная окружность с центром в на-
чале координат. Поэтому при R ≥1  фазовое ограни-
чение можно игнорировать и в дальнейшем будем 
рассматривать только случай R <1 .

Воспользуемся теорией [5] и запишем гамильто-
ниан для системы (4)
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В (6) через pr, pa и pj обозначены переменные, 
сопряжённые к фазовым переменным r, a и j соот-
ветственно. Дифференциальные уравнения для со-
пряжённых переменных имеют вид
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Для участка траектории, на котором r строго 
меньше R, оптимальные управления найдены в [6]. 
Они имеют вид

 

ˆ

ˆ

u
p

p

r

p r

r
p

v

p

r

p r

r

p

r

p r

r

r

r

*

2

2
2

*

2

2

=

1

,

= 1

1

α ϕ

α ϕ

α ϕ

−
+







+

−
+

−
+







+
2

2

.

pr

 (8)

Время быстродействия можно найти по формуле
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а оптимальная траектория может быть описана со-
отношениями
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где C p pα α ϕ= / = const  и C0 = const.  В рассматри-
ваемом случае (5) терминальное условие для угла a 
отсутствует, а потому pa = 0.  Тогда Ca = 0.  Кроме 
того, в (5) отсутствует и терминальное условие для 
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расстояния r, а потому p Tr ( ) = 0 . Как показано в [6], 
это даёт

 C
r

r
r r TT
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2 2
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 (11)

Неизвестное значение rT можно найти из урав-
нения
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Заметим, что интегралы в (10) и (12) являются 
эллиптическими [7].

Запишем фазовое ограничение r < R из (4) 
в форме

 g r t t t r t R( ( ), ( ), ( )) = ( ) 0.α ϕ − ≤  (13)

Введём полную производную по времени χ  
функции g в силу системы дифференциальных урав-
нений (4):

 
χ α ϕ

α ϕ

( , , , , ) = ( , ) =

1
= .

2

r u v f

g

r
u

g v

r

g rv

r
u

ˆ ˆ

ˆ
ˆ ˆ

ˆ

grad g

= ∂
∂

+ ∂
∂

+ ∂
∂

−
+

  (14)

Градиент в (14) вычисляется по вектору с компо-
нентами, являющимися фазовыми переменными r, 
a и j, а вектор f имеет компоненты, равные произ-
водным этих переменных по времени согласно (4). 
Из (14) видно, что градиент функции χ  по вектору 
управления с компонентами û  и v̂  для любых зна-
чений последних представляет собой ненулевой 
вектор с компонентами 1 и 0.

Рассмотрим участок траектории, где фазовое 
ограничение (13) обращается в тождество g t( ) 0≡ . Он 
представляет собой дугу окружности радиуса R с цен-
тром в начале координат. Функция χ  на нём равна 
нулю, поскольку в этом случае управление ,̂u  со-
гласно (4), равно нулю. Запишем ограничение на 
управление из (4) в виде

 q u v u v( , ) = 1 0.2 2ˆ ˆ ˆ ˆ+ − ≤  (15)

Из () следует, что градиент функции q по вектору 
управления с компонентами û  и v̂  является векто-
ром с компонентами 2û  и 2v̂ . На рассматриваемом 
участке траектории û = 0 , а значение v̂ = 0  не пред-
ставляет интереса, поскольку в этом случае механи-
ческая система покоится. Тогда градиенты функций 
χ  и q по вектору управления линейно независимы 

при g t( ) 0≡ . Следовательно, при g t( ) 0≡  все траек-
тории движения системы (4) регулярны [5].

Найдём оптимальное управление для этого 
участка. Из принципа максимума Л.С. Понтрягина, 
формулы (6) и ограничения (15) следует, что управ-
ление v̂  на оптимальной траектории равно

 ˆ .v
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p r

r
*0 2

=
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В [6] установлено, что при r0 <1  величина r 
меньше единицы, монотонно увеличиваясь с ростом 
| |a  на участках траектории, не лежащих на границе 
области, выделяемой фазовым ограничением (13). 
Другими словами, не существует указанных участков 
оптимальной траектории, на которых при увеличе-
нии | |a  происходит уменьшение значения r. Это 
означает, что если оптимальное решение вышло на 
ограничение r R= ,  то сойти с него оно не может. 
Следовательно, каждая оптимальная траектория 
содержит не более одной точки стыка [5].

В точке стыка, соответствующей моменту вре-
мени t, должно выполняться условие скачка [5] в од-
ной из двух форм:

   
p p r

p p
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В (17) и (18) скаляр l —  действительное число, 
p —  вектор с компонентами pr, pa и pj, вектор p( 0)τ −  
равен пределу слева вектора p(t) в точке, соответ-
ствующей моменту t, вектор p( 0)τ +  равен анало-
гичному пределу справа, так же определены и зна-
чения константы p0, записанные в форме p0( 0)τ −  и 
p0( 0)τ + .

Предположим, что условие скачка выполняется 
в форме (18). Поскольку функция (13) зависит от r 
и не зависит от a и j, то из (18) получаем

 
p p

p p
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τ τ λ
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Соответствующий предел гамильтониана (6), 
с учётом (8) и (19), есть

 H u( 0) = ( 0) =
| |

=| | .*τ λ τ λ λ
λ

λ− − − − −ˆ   (20)
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Согласно [5], значение гамильтониана на опти-
мальном решении постоянно и равно нулю. Тогда 
предел (20) должен быть равен нулю, но, с другой 
стороны, как указано в (18), λ ≠ 0 . Следовательно, 
мы пришли к противоречию и условие скачка 
должно выполняться в форме (17).

По аналогии с (19) из (17) получаем, что все со-
пряжённые переменные, кроме pr, в точке стыка 
непрерывны:
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Кроме того, оптимальная траектория непрерывна 
и r R( 0) =τ ± .  Тогда
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Значения û*( 0)τ −  и v̂*( 0)τ −  определены форму-
лами (8), значение v̂*( 0)τ +  —  формулой (16), 
а û*( 0) = 0τ + . Гамильтониан (6) на оптимальном 
решении непрерывен. Следовательно, в точке стыка 
имеем H H( 0) = ( 0)τ τ− + , откуда для момента вре-
мени t следует уравнение

 

p
p

p

p

r
r

r

r

( 0)
( 0)

( 0)

( 0)
= .

2 2

2 2

τ
τ

ζ τ

ζ ζ

ζ τ
ζ ζ

−
−

+ −
+

+
+ −

sign

 
(22)

Из (22) получаем pr ( 0) = 0τ −  при ζ ≠ 0.  Согласно 
граничным условиям (5), величина pa = 0,  а по-
скольку R > 0,  то случай ζ = 0  возможен лишь при 
pj = 0 . Тогда условие непрерывности гамильтониана 

(6) в точке стыка имеет вид p ur ( 0) = 0τ − −ˆ , где û−  —  
предел слева оптимального управления в точке 
стыка. Если pr ( 0) 0τ − ≠ , то û− = 0  и движение слева 
от точки стыка удовлетворяет ограничению g = 0 . 
Но тогда эта точка не является точкой выхода на 
фазовое ограничение. Следовательно, pr ( 0) = 0τ −  
на любой оптимальной траектории, имеющей точку 
стыка.

Рассмотрим оптимальную траекторию, выходя-
щую на фазовое ограничение (13). Участок этой тра-
ектории вплоть до точки стыка можно построить, 
если заметить, что полученное из (22) условие 
pr ( 0) = 0τ −  эквивалентно условию трансверсаль-

ности в случае траектории, оканчивающейся на 

окружности g = 0 , если не фиксировать терминаль-
ное расстояние материальной точки от начала ко-
ординат. Сопряжённая переменная pa  непрерывна 
на всей траектории в силу условия скачка (17) 
и равна нулю в силу соответствующего условия 
трансверсальности, следующего из того, что угол a 
в конечный момент времени не задан. Поэтому 
Ca = 0  в (10), а rT  в (11) следует заменить на R. Дру-
гими словами, уравнение (12) решать не нужно, 
а можно сразу получить зависимость a( )r  для рас-
сматриваемого участка, вычисляя эллиптический 
интеграл в (10). Оставшаяся часть оптимальной тра-
ектории —  дуга окружности радиуса R с центром 
в начале системы координат.

3. Опишем процедуру решения задачи в целом.

Если R <1 , то сначала нужно найти эллиптичес-
кий интеграл в (12), взяв r RT = . Если модуль полу-
ченной величины jR  окажется больше | |jT , то сле-
дует, как и для R ≥1,  отбросив фазовое ограничение, 
решить уравнение (12) относительно rT  и найти 
траекторию из (10). В противном случае участок 
траектории до момента времени t выхода на огра-
ничение при α τ α( ) = R  определён той же формулой 
(10), но при r RT = . Дальнейшее движение вплоть 
до достижения переменной j требуемой величины 
jT  происходит при r t R( ) ≡  согласно уравнениям 
(4) при û = 0  и v̂ = 1±  с начальными условиями 
ϕ τ ϕ( ) = R  и α τ α( ) = R . Нахождение параметров этого 
движения не представляет никаких затруднений, 
а значение t можно вычислить по формуле (9) при 
Ca = 0  и r RT =  как длину участка траектории до 
выхода на ограничение:

τ ρ
ψ ρ

ρ= 1
( )

.

0

2 0

r

R C
d∫ +( )

На рисунке 1 показан пример оптимальной тра-
ектории для случая µ = 0 25, ,  a = 4,  R = 2, , jT = 0 2, ,  
r0 = 0.  Полное время движения T ≈ 8 35, . При выходе 
в точке B на фазовое ограничение, показанное пунк-
тиром, траектория имеет излом, причём τ ≈ 3 24,  и 
ϕR ≈ 0 05, .  До конечной точки F движение происхо-
дит по фазовому ограничению.

В заключение отметим, что решение задачи (1) 
при ограничении x y R2 2 2+ ≥  полностью аналогично 
описанному выше.

Источники финансирования. Работа частично вы-
полнена по теме государственного задания (№ гос-
регистрации АААА–А17–117021310387–0) при час-
тичной финансовой поддержке РФФИ 17–08–00742, 



296 ШМАТКОВ

 ДОКЛАДЫ  АКАДЕМИИ  НАУК том 486 № 3 2019

F

C

B

−2 0 2
х

у

2

0

Рис. 1. Оптимальная по быстродействию траектория 
материальной точки с выходом на фазовое 
ограничение.
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A two-dimensional time-optimal control problem with a state constraint is studied for a closed mechanical system 
consisting of a mass point and a solid body that interact via internal forces. It is assumed that the mass point is 
not allowed to move further away from the body's center of mass than a prescribed distance. A control function 
is found allowing the body to be turned through a given angle in a minimum time by choosing the velocity of the 
mass point. In the case of reaching the state constraint, the solution is constructed in explicit form via quadratures 
representing elliptic integrals. A numerical example of using the derived formulas is given. 
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