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ВЛИЯНИЕ ОСРЕДНЕНИЯ АНИЗОТРОПНОГО УСЛОВИЯ ТЕКУЧЕСТИ 
НА ПРЕДСКАЗАНИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ ОСТАТОЧНЫХ НАПРЯЖЕНИЙ 

В ТОНКОМ ДИСКЕ

Академик РАН Ф. В. Гречников1, Я. А. Ерисов2,*, С. Е. Александров3
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Исследуется влияние замены точного условия текучести на осредненное на распределение остаточ-
ных напряжений в тонком полом диске, подверженном действию внешнего давления и последующей 
разгрузке. Постановка краевой задачи специально упрощена так, чтобы была возможность получить 
математически точное полуаналитическое решение, с помощью которого легко исследовать влияние 
осреднения условия текучести на напряжённое состояние, включая распределение остаточных напря-
жений. Принятое точное условие текучести осредняется с использованием нескольких общепринятых 
подходов. Сравнительный анализ распределения остаточных напряжений показывает значительное 
отклонение распределения остаточных напряжений, следующего из решений для осреднённых усло-
вий текучести, от точного распределения остаточных напряжений.
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Характерной особенностью листовых полуфаб-
рикатов из алюминиевых, магниевых, титановых, 
бериллиевых и других сплавов является явно выра-
женная анизотропия механических свойств, в том 
числе пластическая анизотропия [1]. Наиболее часто 
встречающимся видом анизотропии является орто-
тропия с различными пределами текучести в направ-
лениях трёх главных осей анизотропии. Для описа-
ния ортотропного листа большое распространение 
получило квадратичное условие текучести Хилла [2], 
которое в цилиндрической системе координат 
(r, q, z) в главных напряжениях имеет вид

 G H H H Fr r+( ) − + +( ) =σ σ σ σθ θ
2 22 1. (1)

В общем случае это условие характеризуется 
шестью независимыми показателями анизотропии 
при известных главных осях анизотропии. Однако 
в рассматриваемом случае существенными являются 
только три показателя:
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где X, Y —  пределы текучести при растяжении вдоль 
главных осей анизотропии в плоскости листа; Z —  
предел текучести в направлении толщины. Так как 
при испытаниях листовых материалов трудно опре-
делить точную величину предела текучести по тол-
щине [2], то также широко применяются коэффи-
циенты Лэнкфорда R, которые представляют собой 
отношение логарифмических деформаций по ши-
рине и толщине образца при испытании на растя-
жение [3]. Показатели Хилла и коэффициенты Лэнк-
форда связаны соотношениями [4]
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где коэффициент R0 соответствует направлению 
главной оси анизотропии, вдоль которой предел 
текучести равен Х, а коэффициент R90 —  главной оси 
анизотропии, вдоль которой предел текучести ра-
вен Y.

Для упрощения теоретических расчётов процес-
сов деформирования часто принимается, что мате-
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риал обладает трансверсальной анизотропией, т.е. 
считается, что его свойства одинаковы в различных 
направлениях плоскости листа. В этом случае ис-
пользуется осреднённый в плоскости листа коэф-
фициент анизотропии R.  Существуют различные 
выражения для вычисления среднего значения ко-
эффициента анизотропии [4–11], которые факти-
чески являются частными случаями выражения 
[10, 11]
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где Da —  увеличение угла вырезки испытываемых 
образцов, n —  количество испытаний. Из (4) оче-
видно, что среднее значение коэффициента анизот-
ропии зависит от количества испытаний.

Зависимость свойств материала от направления 
влияет как на технологические процессы изготов-
ления изделий [6], так и на их эксплуатационные 
характеристики. Например, остаточные напряжения, 
а значит и упругое пружинение, весьма чувстви-
тельны к пластической анизотропии [12, 13]. По-
этому представляет интерес установить влияние 
осреднения условия текучести на распределение 
остаточных напряжений. В публикуемой работе ис-
следуется распределение остаточных напряжений 
в тонком полом диске, подверженном действию 
внешнего давления и последующей разгрузке. Пред-
полагается, что главные оси анизотропии совпадают 
с координатными линиями цилиндрической системы 
координат (r, q, z), ось z которой совпадает с осью 
симметрии диска. Принимается, что нормальное 
напряжение вдоль оси z равно нулю (плоскона-
пряжённое состояние). В этом случае решение не 
зависит от q и может быть построено методом, раз-
витым в [14]. С другой стороны, отличие выбранного 
распределения пластической анизотропии от более 
часто встречающегося распределения, когда главные 
оси анизотропии совпадают с осями некоторой де-
картовой системы координат, не имеет принципи-
ального значения для целей настоящего исследова-
ния.

Рассмотрим полый тонкий диск внешнего ради-
уса b0 и внутреннего радиуса a0 под действием внеш-
него давления P. Внутренний радиус свободен от 
напряжений. Таким образом, краевые условия имеют 
вид: σr P= −  при r b= 0  и σr = 0  при r a= 0,  где sr —  
радиальное напряжение. Введём безразмерный ра-
диус отношением ρ = r b0 .  Тогда краевые условия 
примут вид

 σr P= −  (5)

при ρ =1  и

 σr = 0  (6)

при ρ = a , где a a b= 0 0 .

Как отмечено выше, краевая задача является осе-
симметричной. В частности, радиальное напряжение 
sr  и окружное напряжение σθ  являются главными. 
В этом случае единственное нетривиальное уравне-
ние равновесия принимает форму

 ∂
∂

+
−

=
σ
ρ

σ σ
ρ

θr r 0. (7)

Уравнения (1) и (7) выполняются в пластической 
области. В упругой области материал подчиняется 
закону Гука. Решение такой упругопластической 
задачи представлено в [14]. Пусть rc   безразмерный 
радиус упругопластической границы. Рассматрива-
ется интервал изменения P, при котором a c≤ ≤ρ 1.  
Чисто упругое решение имеет силу в области 
ρ ρc ≤ ≤1,  пластические деформации возникают в об-
ласти a c≤ ≤ρ ρ .  Общее решение в упругой области 
имеет вид
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где A и B —  постоянные интегрирования; s0  —  ха-
рактерное напряжение, которое будет определено 
ниже. Из (8) и краевого условия (5) найдём

 B A p= + , (9)

где p P= σ0.

Если предел текучести в направлении радиальной 
координаты равен X, то в пластической области рас-
пределение напряжений представляется в парамет-
рическом виде как [14]
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где

 η η σ= = =2 1HXY Y X XA, , .  (11)

Вспомогательная переменная y связана с безраз-
мерным радиусом r соотношением
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Из этого уравнения видно, что ρ = a при ψ = 0, 
и тогда из уравнения (10) следует выполнение кра-
евого условия (6). Пусть ψ ψ= c  при ρ ρ= c  и σ0 = X  
в (8). Тогда из (8), (10), (12) и условия непрерывности 
напряжений sr  и σθ  при ρ ρ= c  следует, что
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При заданном значении rc  из интервала a c≤ ≤ρ 1 
уравнения (13) определяют yc , A и B. Тогда давле-
ние, необходимое для возникновения пластической 
зоны радиусом rc , вычисляется из (9). В частности, 
давление pe , необходимое для возникновения плас-
тической зоны, определяется при ρc a= , а давление 
pp , при котором пластическая зона охватывает весь 

диск, при ρc =1 . Очевидно, что может быть решена 
и обратная задача. При задании давления р из ин-
тервала p p pe p≤ ≤  величины rc , yc , A и B находятся 
из решения системы уравнений (9) и (13).

Полученное общее решение имеет силу и в слу-
чае, если предел текучести в направлении радиаль-
ной координаты равен Y. В этом случае, однако, 
необходимо считать, что η1 = X Y  и σ A Y=  в (10) и 
σ0 =Y  в (8). Подчеркнём, что для сравнения двух 
решений они должны быть получены при одной 
и той величине P. При этом, значения величины p 
различаются вследствие разных значений s0  в двух 
решениях.

Критерий пластичности (1) запишем в осреднён-
ном виде [4]:

 σ σ σ σ σθ θr r s
R

R
2 2 22

1
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+ = .  (14)

Величина ss  будет определена ниже. Критерий 
(14) удовлетворяется подстановкой
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Подставляя (15) в уравнение равновесия (7) и интег-
рируя при краевом условии (6), получим
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Уравнения (15) и (16) определяют поле напряже-
ний в пластической области a c≤ ≤ρ ρ . Пусть ψ ψ= c  
при ρ ρ= c  и σ σ0 = s  в (8). Тогда из (8), (15), (16) 
и условия непрерывности напряжений sr  и σθ  при 
ρ ρ= c  следует, что
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Из двух последних уравнений находим
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В этих уравнениях rc  можно исключить с по-
мощью первого уравнения в (17). Таким образом, 
величины A, B и rc  известны как функции yc. Под-
ставляя эти функции в (9), получаем уравнение для 
определения значения yc , соответствующего задан-
ному значению P. После решения этого уравнения 
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распределение напряжений следует из (15) и (16) 
в области a c≤ ≤ρ ρ  и из (8) и (18) в области ρ ρc ≤ ≤1.

При упругой разгрузке приращение напряжений 
∆σr  и ∆σθ  определяется на основе закона Гука. Та-
ким образом, общее решение имеет вид (8). При этом 
краевые условия принимают форму ∆σr = 0 при ρ =1 
и ∆σr P=  при ρ = a.  В этом случае решение для ∆σr  
и ∆σθ  имеет вид
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Распределение остаточных напряжений опреде-
ляется из

 σ
σ

σ
σ

σ
σ

σ
σ

σ
σ

σ
σ

θ θ θr
res

r
f

r
res f

0 0 0 0 0 0

= + = +
∆ ∆

, ,  (20)

где sr
f  и σθ

f  —  распределения радиального и окруж-
ного напряжений в конце процесса нагружения. 
Величина s0  в (19) и (20), включая выражение ве-
личины p через P, определяется в зависимости от 
используемого условия текучести. Решение при уп-
ругой разгрузке имеет силу, если выполняются не-
равенства
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в случае условия (1) и
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в случае условия (14).

Для иллюстрации влияния осреднения условия 
текучести на распределение остаточных напряжений 
рассмотрим диск внутреннего радиуса a = 0 35, ,  ко-
торый изготовлен из алюминиевого сплава 5352, 
обладающего следующими свойствами X =
= 197,59 МПа, Y = 278 86,  МПа, R0 0 535= , , R15 =
= 0,465, R30 0 655= , , R45 1 105= , , R60 1 415= , , R75 1 595= , , 
R90 2 270= ,  [15], и нагружен давлением P =140 МПа. 
Расчеты проведены для следующих случаев: предел 
текучести в направлении радиальной координаты 
равен X ( );σ σA X= =0  предел текучести в направле-
нии радиальной координаты равен Y ( );σ σA Y= =0  

в соответствии с формулой (4) осреднение произво-
дится на основании 2, 3 и 7 испытаний:
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После определения остаточных напряжений про-
веряли условия (21) и (22).

Как видно из рис. 1а распределение радиального 
напряжения незначительно зависит от метода осред-
нения. Влияние метода осреднения на распределение 
окружного напряжения более значительно из-за 
отклонения распределения при R R= I  от двух других 
распределений (рис. 1б).

Влияние метода осреднения на распределение 
остаточных напряжений показано на рис. 2. Имеется 
существенное отклонение распределения радиаль-
ного напряжения при R R= I  от двух других распре-
делений, хотя величина этого напряжения доста-
точно мала (рис. 2а). Влияние метода осреднения на 
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Рис. 1. Распределение радиальных (а) и окружных 
(б) напряжений. Здесь и на рис. 2: 1 — σ A X= ; 2 — 
σ A Y= ; 3  — RI; 4  — RII; 5 —  RIII.
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остаточное окружное напряжение сопоставимо 
с влиянием на окружное напряжение при нагрузке 
(рис. 1б и 2б).

В отличие от влияния метода осреднения на рас-
пределение напряжений при нагрузке и остаточных 
напряжений имеется весьма значительное различие 
в распределении всех рассмотренных напряжений, 
полученных при применении точного и осреднён-
ного условий текучести. Это ставит под сомнение 
целесообразность использования осреднённых 
условий текучести для расчётов процессов дефор-
мирования, так как может приводить к занижению/
завышению технологических параметров формооб-
разования.
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Рис. 2. Распределение остаточных радиальных (а) 
и окружных (б) напряжений.
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The effect of the replacement of the exact yield condition by that averaged over the distribution of residual stresses 
in a thin hollow disk subjected to external pressure and subsequent unloading is investigated. The formulation of 
the boundary-value problem is specially simplified so that it is possible to obtain a mathematically exact semi-
analytical solution, with the help of which it is easy to investigate the effect of averaging the yield condition on 
the stressed state including the distribution of residual stresses. The accepted exact yield condition is averaged 
using several generally accepted approaches. The comparative analysis of the distribution of residual stresses shows 
a significant deviation of the distribution resulting from solutions for the averaged yield conditions from the exact 
distribution of residual stresses.
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