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Субфинслерова геометрия является естественным 
обобщением субримановой геометрии. Субриманова 
структура на гладком многообразии M задаётся век-
торным распределением D и скалярным произведе-
нием в D. Субфинслерова структура отличается тем, 
что вместо скалярного произведения задана норма 
в D. Для субримановой структуры индикатриса (мно-
жество векторов единичной длины) есть эллипсоид 
в D, а для субфинслеровой структуры индикатриса 
есть выпуклое центрально симметричное множество 
в D, содержащее начало координат внутри себя.

Заметный интерес к субфинслеровой геометрии 
возник в последние годы в связи с её применениями 
в геометрической теории групп [1], изометрически 
однородных пространствах [2], теории управ-
ления [3]. Важными вопросами субфинслеровой 
(как и субримановой) геометрии являются описание 
кратчайших и сфер, при этом естественными про-
стейшими случаями являются левоинвариантные 
структуры на нильпотентных группах Ли. Левоин-
вариантная субфинслерова задача на группе Гейзен-
берга была исследована в работе [4]. Нильпотент-
ные l¥ субфинслеровы структуры в случаях Мартине 
и Грушина были изучены в работе [5].

В данной работе исследовано семейство левоин-
вариантных субфинслеровых структур на простей-
шей нильпотентной группе Ли глубины 3 —  группе 
Энгеля. Индикатриса этого однопараметрического 

семейства структур получена поворотами квадрата 
на произвольный угол относительно стандартного 
базиса в алгебре Энгеля. Соответствующие субфин-
слеровы задачи рассматриваются как задачи опти-
мального управления. Описаны экстремальные 
траектории, исследуется их оптимальность.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ.  
СУЩЕСТВОВАНИЕ РЕШЕНИЙ

Алгебра Энгеля —  это 4-мерная нильпотентная 
алгебра Ли с двумя образующими глубины 3. В стан-
дартном базисе алгебры Энгеля L = span( f1, f2, f3, f4) 
таблица умножения имеет вид [ , ] ,f f f1 2 3 =  [ f1, f3] = f4, 
ad f4 = 0. Связная односвязная группа Ли M с алгеброй 
Ли L называется группой Энгеля. В некоторых ко-

ординатах M x y z≅ � , , , ,v
4  и алгебра Энгеля реализуется 

левоинвариантными векторными полями на M:
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Определим векторные поля
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В данной работе рассматривается следующее семей-
ство субфинслеровых задач на группе Энгеля 
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 q q q T q( ) Id, ( ) ,0 0 1= = =    (2)

 T → min. (3)

Существование оптимальных управлений следует 
из теорем Рашевского—Чжоу и Филиппова [6].

2. ПРИНЦИП МАКСИМУМА  
ПОНТРЯГИНА

Введём гамильтонианы h Xi i( ) , ,l l= 〈 〉  l ∈T M* , 
i = 1, 2, 3, 4, и соответствующие им гамильтоновы 

векторные поля h i T M∈ Vec( )* .

Те о р е м а  1  (ПМП [6, 7]). Если управление u(t) 
и соответствующая траектория q(t), t T∈[ , ],0   оп-

тимальны, то существуют кривая l t q tT M∈ ( )
*  и число 

n ≤ 0, для которых выполнены условия

 �l l lt t tu t u t= +1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( ),h h  (4)

 u t h u t h H h ht t t t1 1 2 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ),l l l l+ = = +| | | |

 l t ≠ 0,

 H t( ) .l n+ ≡ 0

Гамильтонова система (4) имеет три интеграла —  
функции Казимира на коалгебре Ли L*: h4, 

E
h

h h h= - +3
2

1 2 42
(sin cos )j j  и гамильтониан H.

3. АНОРМАЛЬНЫЕ ТРАЕКТОРИИ

Пусть n = 0.

Те о р е м а  2. Оптимальные анормальные управ-
ления имеют вид u t ua( ) ( , ),≡ = ±± j  1  и все такие 
управления оптимальны.

Анормальные траектории суть однопараметриче-
ские подгруппы в M, соответствующие левоинвари-
антным полям ± f2; они задают оптимальный синтез 

на анормальном многообразии A e ttf= ∈{ (Id) | }2 � .

4. ВИДЫ НОРМАЛЬНЫХ  
ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ДУГ

Пусть - = >n lH t( ) .0  Экстремальная дуга lt, 
t I T∈ = ⊂( , ) [ , ],α β  0  называется:

р е л е й н о й  д у г о й, если card{ | ( )t I h h t∈ =1 2 l  
= <0} ;¥

о с о б о й  д у г о й, если выполняется одно из двух 
условий: h t1 0( )l ≡  (h1 —  особая дуга) или h t2 0( )l ≡  
(h2 —  особая дуга);

с м е ш а н н о й  д у г о й, если она состоит из ко-
нечного числа релейных и особых дуг.

З а м е ч а н и е. Если hi t( ) ,
( , )

l α β ≠ 0  то u ti( )
( , )α β ≡  

≡ =s hi i t: sgn ( )
( , )

l α β .

5. ОСОБЫЕ ДУГИ

Введём обозначения для сторон квадрата U:

 U u u U u ii i± = ∈ = ± ={( , ) | }, , .1 2 1 1 2     

Те о р е м а  3. Любая h1-особая дуга удовлетворяет 
одному из следующих условий: 

а) h1 = h3 = h4 ≡ 0, h2 ≡ const ≠ 0, sgnh2 = ±1, u ∈ U2±;

б)  h1 = h3 ≡ 0, h4 ≠ 0, h2 ≡ const ≠ 0, sgnh2 = ±1, 
u(t) ≡ ua±.

Те о р е м а  4. Любая h2-особая дуга удовлетворяет 
одному из следующих условий:

а) h2 = h3 = h4 ≡ 0, h1 ≡ const ≠ 0, sgnh1 = ±1, u ∈ U1±;

б) только при j p=
4

h2 = h3 ≡ 0, h4 ≠ 0, h1 ≡ const ≠ 0, sgn h1 = ±1, u(t) ≡ 
≡ ua± = (±1, ±1).

С л е д с т в и е  1. Все особые траектории опти-
мальны.

Обозначим через i T±( ) множество достижимо-
сти системы (1), (2) за время T с условием на управ-
ление u U i∈ ± при i = 1, 2. Для описания его границы 
∂ ±i T( ) к системе (1), (2) применяется принцип 
максимума Понтрягина в геометрической поста-
новке [6], в которой оптимальность управления по-
нимается как попадание конца соответствующей 
траектории на искомую границу q T Ti( ) ( ).∈ ∂ ±  
Соответствующая гамильтонова система есть сис-
тема (4) с условием u t si i( ) .≡  В случае i = 1 максими-
зированный гамильтониан принимает вид H(lt) = 
= +( )( ),s h h t1 1 2| | l  для i = 2 имеем H ht( ) (l = +| |1  
+  s h t2 2)( ).l  Откуда получаем выражение координаты 
h s H hi t i i t( ) ( )( ).l l= - -| |3  Для описания экстремаль- 
ных управлений в каждом случае i = 1, 2 исследован 
фазовый портрет системы (4) на плоскости ( , ),h hi3 3-   
доказаны следующие теоремы.

Те о р е м а  5. h1-особые траектории с u2 1≡ ± , 
концы которых образуют множество, содержащее 
границу множества достижимости ∂ ±2 , имеют один 
из двух типов кусочно-постоянного управления u1: 

а) с двумя переключениями и соответствующими 
тремя значениями: 1 либо -1, ±j и 1 либо -1; без огра-
ничений на временные промежутки;
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б) при j p≠
4

 с неограниченным числом переключе-

ний 


и двумя переключениями при j p= 

4
 между 1 и -1; 

при j p≠
4

 времена между переключениями со значением 

u1 = -1 одинаковы, обозначим их через T-, времена 
между переключениями с u1 = 1 также одинаковы и вы-

ражаются следующим образом: T T+ -= ±cos sin
cos sin

;
j j
j j∓

 

время до первого переключения и время после последнего 
переключения соответственно не могут превышать 
этих значений.

Те о р е м а  6. h2-особые траектории с u1 1≡ ± , 
концы которых образуют множество, содержащее 
границу множества достижимости ∂ ±1 , имеют ку-
сочно-постоянное управление u2 с двумя переключени-
ями между значениями 1 и -1 и без ограничений на вре-
менные промежутки.

6. РЕЛЕЙНЫЙ ПОТОК

Если h h t1 2 0( ) ,
( , )

l α β ≠  то u t s s( ) ( , ),( , )α β ≡ 1 2  поэто- 

му релейные экстремали удовлетворяют следующей 
гамильтоновой системе с гамильтонианом H = 
= +| | | |h h1 2 :
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Учитывая симметрию ( , ) ( , ),l l  q k q�  k > 0, будем 
считать далее, что H t( )l ≡ 1.

Введём на квадрате {( , ) | ( ) }h h H1 2 1l =  угловую 
координату q p∈� �/2 :

 h h1
2

2
2= =sgn(cos )cos , sgn(sin )sin .q q q q   

Тогда вертикальная часть системы (5) принимает 
следующую форму:

 

�

�

q
q

q p

j j
q

= ≠

= -
=

h n

h s s h
s

3

3 1 2 4

1

2 2| |
   

   

sin
, ,

( cos sin ) ,
sgn cos , ss2 = sgn sin .q

 (6)

Система (6) сохраняется группой симметрий 

G = ≅{Id, } , ε1
2�  где

 
ε1

1 2 3 4 1 2 3 4

1 2 1 2

:     
 

( , , , ) ( , , , ),
( , ) ( , ).

h h h h h h h h
s s s s

�
�

- - -
- -

Факторизуя по действию этой группы, можно свести 
рассмотрение системы (6) к фундаментальной об-

ласти этой группы {( , , , ) | }h h h h h1 2 3 4
4

4 0   ∈ ≥� .

На основе исследования фазового портрета сис-
темы (6) строится релейный поток.

П р е д л о ж е н и е  1. Пусть l ∈ ∩ =L H* { }1  
и h4 0≥ .

Если j p∈ 





0
4

,   и E h< 4 cosj  или j p=
4

, то для 

любого t > 0 существует единственное решение lt сис-
темы (6), удовлетворяющее начальному условию 
l l0 = , и соответственно единственная релейная тра-
ектория q t tt( ) ( ) : Exp( , )= =p l l  .

Если j p∈ 





0
4

,   и E h= 4 cos ,j  то для любого T > 0 

существует конечное число решений { , ..., },l lt t
N1    

t T∈[ , ],0   системы (6) с начальным условием l0
1 = ... 

... ,= =l l0
N  и соответственно конечное число  

релейных траекторий { ( ), ..., ( )} { ( ), ...q t q tN
t

1 1   = p l  

..., ( )} : Exp( , )  p l lt
N t= .

Определим время разреза вдоль релейных траек-
торий:

t Tcut( ) : sup{ |l = > 0  хотя бы одна из траекторий 
Exp(l, t) оптимальна при t T∈[ , ]}0  .

7. ОПТИМАЛЬНОСТЬ  
РЕЛЕЙНЫХ ТРАЕКТОРИЙ

7.1. Релейные траектории с малой энергией E

Те о р е м а  7. Если релейная экстремаль lt,  
t ∈ +[ , ),0 ¥  удовлетворяет условиям

 j p j j∈ 





- < ≤ -0
4 4 4, , cos sin ,    | | | |h E h

то она оптимальна, т. е. tcut( )l0 = +¥.

7.2. Релейные траектории с большой энергией E

С помощью необходимых условий оптимально-
сти [5, 8] доказана следующая оценка.

Те о р е м а  8. Если j p∈ 





0
4

,   и - <| |h E4 sinj  или 

j p=
4

, то оптимальные релейные траектории имеют 

не более 10 переключений. В частности, в этом случае 
tcut( )l0 < +¥.

8. ОБЩИЙ ВИД  
НОРМАЛЬНЫХ ЭКСТРЕМАЛЕЙ

П р е д л о ж е н и е  2. Для любой нормальной экс-
тремали l t t T, [ , ],  ∈ 0  существуют моменты времени 
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0 1 2≤ < < < ≤t t t Tn... ,  для которых выполняются 
условия:

h h ti1 2 0( )l = , i = 1, 2, ..., n;

∀ = - ≠
+

i n h h t t ti i
1 2 1 01 2

1
, , ..., ( )

( , )
      l , 

или h ht t t t t ti i i i
1 2

1 1
0 0( ) , ( )

[ , ] ( , )
l l

+ +
≡ ≠   ,

или h ht t t t t ti i i i
2 1

1 1
0 0( ) , ( )

[ , ] ( , )
l l

+ +
≡ ≠   .

Таким образом, любая нормальная экстремаль 
является релейной, особой или смешанной.

9. СМЕШАННЫЕ  
ЭКСТРЕМАЛЬНЫЕ ДУГИ

П р е д л о ж е н и е  3. Пусть h4 0≥ .  Особые экстре-
мальные дуги могут примыкать к релейным дугам 
только в точках, удовлетворяющих следующим усло-
виям:

j p∈ 





0
4

, ,  q p= 3

2
, h3 = 0, в этом случае u t ua( ) ;≡ -

j p=
4

,  q = p, h3 = 0, в этом случае u t ua( ) ≡ =-  

= - -( , )1 1 .

В данной работе описана структура экстре-
мальных траекторий в семействе левоинвариантных 
субфинслеровых задач на группе Энгеля и получены 
оценки числа переключений на оптимальных тра-
екториях. Ряд важных вопросов по этим задачам 
остаётся открытым:

точное описание времени разреза и множества 
разреза;

структура и регулярность субфинслеровой сферы.

Этим вопросам будут посвящены дальнейшие 
работы.
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A one-parameter family of left-invariant sub-Finsler problems on a  four-dimensional nilpotent Lie group of 
depth 3 with two generators is considered. The indicatrix of sub-Finsler structures is a square rotated by an arbi-
trary angle in the distribution. Methods of optimal control theory are applied. Abnormal and singular normal 
trajectories are described, and their optimality is proved. Singular trajectories arriving at the boundary of the 
reachable set in fixed time are characterized. A bang-bang phase flow is constructed, and estimates for the num-
ber of switchings on bang-bang trajectories are obtained. The structure of all normal extremals is described. Mixed 
trajectories are studied.

Keywords: sub-Finsler geometry, Engel group, Pontryagin maximum principle.
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