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Во многих вопросах теории диффузионных про-
цессов важную роль играют оценки расстояний 
между распределениями, в частности, с их помощью 
строится теория нелинейных уравнений Фоккера—
Планка—Колмогорова, исследуется зависимость 
от параметра, решаются задачи оптимального конт-
роля распределений диффузионных процессов (см., 
например, [1, 2]). Предположим, что m и s —  ста-
ционарные распределения двух диффузионных про-
цессов в Rd с коэффициентами сноса bm, bs и матри-
цами диффузии Am, As. Здесь и далее индексы коэф-
фициентов служат лишь для указания уравнений, 
которым удовлетворяют меры, но не означают ка-
кой-либо зависимости коэффициентов от решений 
(в отличие от нелинейных уравнений, рассмот-
ренных в [1]). Цель работы —  получить оценки пол-
ной вариации || ||m s- TV  и метрики Канторовича 
W1( , )m s   (см. определение ниже) через некоторые 
расстояния между коэффициентами. Хорошо из-
вестно, что стационарное распределение диффузии 
является решением стационарного уравнения Фок-
кера—Планка—Колмогорова, т. е. m и s являются 
решениями уравнений
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Здесь мы подразумеваем суммирование по повто-
ряющимся индексам. Кратко эти уравнения можно 

записать как Lmm* = 0 и Lss* ,= 0  где операторы Lm
*  и Ls

*  
являются формально сопряжёнными к операторам
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Уравнение понимается в смысле интегрального ра-
венства

  L d C d
mj m j∫ = ∀ ∈0 0    ¥( ),�

причём предполагается, что aij
m  и bi

m интегрируемы 
на шарах относительно m. Далее матрица диффузии 
предполагается симметричной и неотрицательно 
определённой. Исследованию таких уравнений по-
священа книга [3]. Если при некотором p > d для 
всякого шара U выполнено условие
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то решение m имеет непрерывную положительную 
плотность rm относительно меры Лебега и rm входит 

в локальный класс Соболева W p d
loc

, ( )1 �  (см. [3]). Мы 
изучаем стационарные распределения диффузии 
именно как решения стационарного уравнения Кол-
могорова. В работах [2, 4, 5] были рассмотрены два 
метода получения таких оценок: использование пе-
ренормировки решения и уравнения Пуассона. Идея 
перенормировки состоит в следующем. Пусть rm 

и rs —  плотности мер m и s соответственно и v =
r
r

s

m
. 

Тогда при некоторых ограничениях на коэффици-
енты удаётся доказать оценку
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Если A Am s= , то F = -b bs m. Из этой оценки при 
дополнительном предположении, что относительно 
меры m выполнено логарифмическое неравенство 
Соболева (см. [3, 6, 7]), можно получить оценку 
энтропии, из которой согласно транспортному не-
равенству и неравенству Кулбака следуют оценки 
расстояния || ||m s- TV  и квадратичного расстояния 
Канторовича W2( , )m s   (см. [6]; в теоремах ниже ис-
пользуется только расстояние W1). Типичный ре-
зультат, который можно получить таким способом, 
имеет следующий вид. 

Если A A Im s= = , bm, bs локально ограничены и

  〈 - - 〉 ≤ - -b x b y x y x ym m κ( ) ( ), ,  | |2

то для решения m имеет место логарифмическое 

неравенство  Соболева  с  константой 
2

κ
  и  верны 

оценки
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Вместо логарифмического неравенства Соболева 
можно предполагать, что для m выполнено неравен-
ство Пуанкаре, из которого выводится оценка ин-
теграла Хеллингера и полной вариации. Отметим, 
что в общей ситуации трудно выразить через коэф-
фициенты то, что для решения верны логарифми-
ческое неравенство Соболева и неравенство Пуан-
каре. Кроме того, в правой части неравенств появ-
ляется именно L2-норма разности между коэффи-
циентами.

Идея получения оценок с помощью уравнения 
Пуассона состоит в следующем. Пусть u —  решение 
уравнения Пуассона L um y= , где

  y j j m j= - ∈∫ d C d, ( ).    0
¥ �

Поскольку Lm m s s* ( ) div( ),- = F  то, умножая на u, 
интегрируя по частям и учитывая, что интеграл 
от константы по m - s равен нулю, получаем равен-
ство

  j m s sd u d( ) , .- = 〈 ∇ 〉∫ ∫ F  

Теперь для получения оценки достаточно оценить 
| |∇u . В зависимости от способа получения такой 
оценки предполагается ограниченность | |j  или | |∇j  
и, соответственно, в итоге получается оценка полной 
вариации или метрики Канторовича. Типичный 
результат имеет следующий вид. Предположим, что 

  A A Im s= = , | | | | | |b x b x C x m
m s( ) ( ) ( )+ ≤ +0 1 , 

  〈 〉 ≤ -b x x xm γ( ), ,  | |2

где m ≥ 1, γ > 0 и C0 0>  —  некоторые числа. Если 
мера s имеет конечный момент порядка 2m + 2, то

 
|| | | || || || || | | ||
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Основная трудность применения такого подхода 
состоит в том, что константа в правой части нера-
венства связана с априорными оценками решений 
уравнения  Пуассона  и,  вообще  говоря,  весьма 
сложно зависит от коэффициентов и размерности 
пространства.

В этом сообщении мы рассматриваем третий спо-
соб получения оценок на расстояние между стацио-
нарными распределениями, который связывает 
такие оценки со свойствами полугруппы, порожда-
емой оператором Lm. Важными преимуществами 
таких оценок являются отсутствие зависимости 
от размерности (оценки зависят от размерности 
ровно так же, как и используемые оценки полу-
групп) и привлечение L1-нормы разности коэффи-
циентов вместо L2-нормы. Отметим, что полугруппа, 
порождаемая Lm, обычно применяется для вывода 
логарифмического неравенства Соболева или нера-
венства Пуанкаре для меры m и априорных оценок 
на решение уравнения Пуассона L um y=  (см. [8–10]) 
и тем самым имеет отношение ко всем упомянутым 
выше методам.

Проиллюстрируем новый способ получения оце-
нок на относительно простом, но важном примере. 
Пусть A A Im s= =  и b xm = - , b x h xs = - + ( ). В этом 
случае m —  стандартная гауссовская мера с плотно-

стью ( ) /2 2 22

π - -d xe | | /  относительно меры Лебега, ко-
торая удовлетворяет уравнению

  L xmm m m* div( ) ,= + =∆ 0

где  L f x f x x f xm ( ) ( ) , ( )= - 〈 ∇ 〉∆     —   оператор  Орн-
штейна—Уленбека. Оператор Ls является возмуще-
нием оператора Lm членом первого порядка. Пусть 
{Tt} —  полугруппа Орнштейна—Уленбека (см. [7]), 
заданная формулой
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Мера  m  инвариантна  для  этой  полугруппы, 

т. е. для всех j ∈ C d
0
¥( )�  верно равенство

  T d dtj m j m∫ ∫= .

Кроме того,

  ∇ = ∇-T e Tt
t

tj j,  (2)

  | | || ||∇ ≤
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-

-
T x

e

e
t

t

t
j j( ) .

1 2 ¥   (3)

При t > 0 функция x T xt� j( ) бесконечно диффе-
ренцируема и все её производные ограничены после 
умножения на любой многочлен, что следует из ра-

венства (2). Предположим, что | |h L∈ 1( )s . Тогда при 
t > 0 из уравнения Фоккера—Планка—Колмогорова 
легко выводится равенство

  L T dts j s∫ = 0.

Следовательно,

  L T d h T dt tm j s j s∫ ∫= - 〈 ∇ 〉, . 

Принимая во внимание инвариантность меры m 
и равенство

  L T
d

dt
Tt tm j j= ,

получаем

  - - = 〈 ∇ 〉∫ ∫d

dt
T d h T dt tj m s j s( ) , .    (4)

Заметим, что
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Пусть | |j ≤ 1. Тогда с учётом неравенства (3) имеем

  〈 ∇ 〉 ≤∫∫
+

h T d dt ht L
, .

( )
  || ||j s π

s
0

2
1

¥

Интегрируя (4) по t от 0 до +¥ и учитывая, что

  lim ( ) ,
t

tT x d
→+

= ∫¥
j j m

выводим оценку

  j m s π
sd h

L
( ) ,

( )
- ≤∫ 2

1|| ||

из которой в силу произвольности j следует оценка 
вариации меры m - s.

С помощью (2) можно просто получить оценку 
и на метрику Канторовича W1 (см. [6]). Напомним, 
что для мер с конечными первыми моментами она 
задаётся формулой

 W d C d
1 0 1( , ) sup ( ) ( ), .m s j m s j j  :   | |= - ∈ ∇ ≤{ }∫ ¥ �

Если | |∇ ≤j 1, то | |∇ ≤ -T et
tj  и имеет место оценка

  j m s sd h
L

( ) ,
( )

- ≤∫ || || 1

из которой следует оценка на W1( , ).m s   Получаем 
такой результат.

Те о р е м а   1. Пусть m —  стандартная гауссовская 
мера, вероятностная мера s является решением урав-

нения Lss* = 0 с оператором

  L u x u x x h x u xs ( ) ( ) ( ), ( ) ,= + 〈- + ∇ 〉∆  

причём | |h L∈ 1( )s . Тогда

  || || || ||m s π
s- ≤TV L

h
2

1( )
.

Кроме того,

  W h
L1 1( , ) .

( )
m s s  || ||≤

Мы покажем, что такого рода оценки можно по-
лучить в значительно более общей ситуации.

Пусть теперь уже необязательно гауссовская ве-
роятностная мера m на Rd удовлетворяет уравнению

  Lmm* ,= 0

в котором коэффициенты aij
m , bi

m удовлетворяют усло-
виям ( )Hp  с некоторым показателем  p d> + 2. Со-
гласно [3, теорема 5.2.2] существует субмарковская 

полугруппа { }Tt
m  на L1( )m  (и на всех Lp( )m  с  p < ¥), 

генератор L которой совпадает с Lm на C d
0
¥( ),�  при-

чём его резольвента ( )1 1- -L  определяется тем, что 

w L u= - -( )1 1  есть решение уравнения w L w u- =m  

для u C d∈ 0
¥( ),�  полученное как предел решений 

соответствующих краевых задач на расширяющихся 

шарах. Если  f C d∈ 0
¥( ),�  то при фиксированном t 

функция T ft
m  входит в область определения генера-

тора полугруппы, поэтому на каждом шаре она вхо-

дит в класс Соболева W p,2 функций с первыми и вто-
рыми производными в Lp (см. [3, теорема 5.2.7]). 
Поэтому L T ftm  можно рассматривать в соболевском 
смысле. В силу [3, теорема 5.4.5] можно считать, что 

эта полугруппа { }Tt
m  задана субвероятностным ядром 

r( , , )t x y    , т. е.

  T f x f y t x y dyt
m r( ) ( ) ( , , ) ,= ∫    
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причём функция r(t, x, y) является локально гёльде-

ровой и строго положительной на ( , ) .0 + × ×¥ � �d d  

Если мера m инвариантна для { },Tt
m  то { }Tt

m  —  марков-
ская полугруппа и m —  единственное вероятностное 

решение уравнения Lmm* .= 0  Более того, согласно [3, 
замечание 5.4.6], если мера m инвариантна для полу-

группы {Tt}, то для всякой функции  f L∈ 1( )m  имеем

  T f x fd tt
m m( ) → → +∫    при  ¥

равномерно  на  всяком  шаре.  Случай  Am  =  I, 
b x xm( ) = -  соответствует полугруппе Орнштейна—
Уленбека.

Через || ||f ¥  будем обозначать норму в L¥, для 
непрерывных функций она равна sup ( )

x
f x| |.

Те о р е м а   2. Пусть мера m инвариантна для по-

лугруппы { }Tt
m  и для всякой функции f C d∈ 0

¥( )�  

функция x T f xt� m ( ) липшицева, причём для некото-
рых чисел N > 0 и l > 0, не зависящих от f, верна оценка

  || || || ||∇ ≤ - -T f Nt e ft
tm l

¥ ¥
1 2/ .  (5)

Предположим, что вероятностная мера s —  решение 

уравнения Lss* ,= 0  причём коэффициенты aij
s, bi

s удо-
влетворяют условию (Hq) с q > d. Если коэффициенты 

aij
m , bi

m и векторное поле F, заданное (1), принадлежат 

L1( ),s  то

  || || || ||    m s π
ls- ≤ =TV L

C C NF 1
2( )

, .

Д о к а з а т е л ь с т в о. Заметим, что Lms s* div( ).= F  

Пусть  f C d, ( ) y ∈ 0
¥ � . Тогда

 
- + + 〈 ∇ ∇ 〉 =

= 〈 ∇ 〉 + 〈
∫[ , ]

[ , ,

y y y s

y
m

m m
m m

m

m m

L T f T fL A T f d

T f T f

t t t

t t

2  

 F F   ∇ 〉∫ y s] .d

Поскольку 
d

dt
T f L T ft t

m
m

m= , то, интегрируя по t, по-

лучаем равенство

 

y s y s

y y s

y

m

m
m m

m

fd T f d

T fL A T f d ds

t

s s

t

∫ ∫

∫∫

- -

- + 〈 ∇ ∇ 〉 =

= 〈 ∇

   

 

[ , ]

[ ,

2
0

F TT f T f d dss s

t
m m y s〉 + 〈 ∇ 〉∫∫ F, ] . 

0

Подставим вместо y функцию y ζN x
x

N
( ) ,= 



  где 

ζ( )x = 1 в окрестности нуля и ζ ∈ C d
0
¥( ),�  и перейдём 

к пределу при N → ¥. Получаем

  fd T fd T f d dst s

t

s s sm m∫ ∫ ∫∫- = 〈 ∇ 〉F, . 
0

Следовательно, при | |f ≤ 1 имеем

  fd T fd Ns e dst L
s

t

s sm
s

l∫ ∫ ∫- ≤ - -|| ||F 1
1 2

0
( )

/ .

Полагая t → +¥ и учитывая, что предел T ft
m  равен 

интегралу от f по мере m, приходим к оценке

  fd N
L

( ) ,
( )

s m π
l s- ≤∫ 2

1|| ||F

из которой следует нужное неравенство.

Пусть  A Im = . Покажем, что условие (5) выпол-
нено, если для полугруппы имеет место оценка

  | | | |∇ ≤ ∇-T f x Ce T f xt
t

t
m κ m( ) ( ).  (6)

Пусть t > 0 и t ∈[ , ].0  t  Функция T f xtt
m
- ( ) является 

решением задачи Коши

 
d

dt
T f x L T f x T f x f xt t t tt

m
m t

m
t
m

t- - - =+ = =( ) ( ) , ( ) ( ).0    

Заметим, что

 
d

dt
T f x L T f x T f xt t t| | | | | |t

m
m t

m
t
m

- - -+ = ∇( ) ( ) ( ) .2 2 22

Тогда

 

d

dt
T T f x L T T f x

T T f x T

t t t t

t t t

| | | |

  | |

t
m

m
m

t
m

m
t
m

- -

-

= +

+ ∇ -

( ) ( )

( )

2 2

22 mm
m t

mL T f xt| |- ( ) .2

Поскольку T L g L T gt t
m

m m
m=  для всякой функции g 

из области определения генератора Lm, то

 
d

dt
T T f x T T f xt t t t

m
t
m m

t
m| | | |- -= ∇( ) ( ) .2 22

Интегрируя это равенство по t, получаем

 
2 2

0
2 2 2

T T f x dt

T f x T f x T f x

t t
m

t
m

t

t
m

t
m

t
m

| |

| | | | | |

∇ =

= - ≤

-∫ ( )

( ) ( ) ( ) .

Итак, имеем

  | | | |∇ = ∇ ≤-∫T f x T T f x dtt tt
m m

t
m

t

t
( ) ( )( )

1

0

  ≤ ∇-
-∫1

0
t

κ m
t
m

t

Ce T T f x dtt
t t| |( ) .

Неравенство Гёльдера даёт оценку
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| | | |∇ ≤ - ∇








 ≤

≤

-

-∫T f x
C e

T T f x dt

C
T

t tt
m

κt
m

t
m

t

t
m

t κ
( ) ( )

/
1

2
2

0

1 2

1

ff x2( )
.

t

Кроме того, при t > 2 верна оценка

  | | | | | |∇ = ∇ ≤ ∇-
- -

-T f x T T f x e T T f xt
m

t
m m κ t

t
m m( ) ( )( ) ( ).( )

1 1
1

1 1

Окончательно получаем оценку

  | | || ||∇ ≤ - -T f x C e ft
m κtt( ) ./

2
1 2

¥

Согласно [3, теорема 5.6.41] условие (6) (значит, 
и (5)) выполнено, если

  〈 - - 〉 ≤ - -b x b y x y x ym m κ( ) ( ), .  | |2

Отметим, что это же условие гарантирует инвари-

антность меры m относительно полугруппы { }.Tt
m  

Следующее утверждение даёт оценку расстояния 
по вариации при несколько иных предположениях 

о полугруппе. Отметим, что полугруппа {( ) },*Tt
m  со-

пряжённая к { }Tt
m  на L2( ),m  непрерывна на всех Lq( )m  

при 1 ≤ <q ¥, причём если мера m инвариантна для 

{ },Tt
m  то инвариантна и для {( ) },*Tt

m  см. [3, гл. 5].

Те о р е м а   3. Пусть мера m инвариантна для по-

лугруппы { },Tt
m  причём функция x T f xt� m ( ) липшицева 

при f C d∈ 0
¥( ).�  Предположим, что существуют 

непрерывные функции W ≥ 1 и V ≥ 1 на Rd и G > 0, Q > 0 
на ( , ),0 +¥  такие, что W интегрируема относительно 
m и s,

  lim ( ) , ( ) ,
t

t

Q t G s ds t
→+

= < ∀ >∫¥
¥0 0

0

      

  | |∇ ≤T f x G t V x
f

Wt
m ( ) ( ) ( ) ,

¥
  (7)

  || || || ||W T Q t Wt TV TV(( ) ) ( ) ( ) .*m s m s m- ≤ -   (8)

Если функция VF интегрируема относительно s, то

  || || || ||W C VTV L
( ) ,

( )
m s s- ≤ F 1

где C зависит только от функций G и Q.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Аналогично доказательству 
выше получаем равенство

  fd T fd T f d dst s

t

( ) ( ) , .s m s m sm m- = - - 〈∇ 〉∫ ∫ ∫∫  F
0

Пусть теперь | |f W≤  и выполнены условия (7), (8). 

Поскольку ( )*Tt
m m m= , то

 
T fd fd T

W T Q t W

t t

t TV

m m

m

s m s m

s m s m

( ) (( ) )

(( ) ) ( ) (

*

*

- = - ≤

≤ - ≤ -
∫ ∫

|| || || )) .||TV

Кроме того,

  〈∇ 〉 ≤∫∫ ∫T f d ds G s ds Vs

t

L

t

, ( ) .
( )

  || ||F Fs s
0 0

1

Получаем

  || || || || || ||W Q t W G s dsTV TV L

t

( ) ( ) ( ) ( ) .
( )

s m s m s- ≤ - + ∫F 1

0

Возьмём столь большое t, что Q t( ) < 1. Тогда

 || || || ||    W C V C Q t G s dsTV L

t

( ) , ( ( )) ( ) ,
( )

s m s- ≤ = - - ∫F 1 1 1

0

что завершает доказательство.

Условие (8) —  оценка скорости сходимости к ста-
ционарной мере. Приведём пример выполнения 
такого условия. Пусть Am = I, bm локально ограничено 

и существует функция Ляпунова W C d∈ 2( ),�  для 
которой  lim ( )

| |x
W x

→+
= +

¥
¥  и L W N N Wm ≤ -1 2  для 

некоторых положительных чисел N1 и N2. Тогда для 
всякой  вероятностной  меры  n,  для  которой 

W L∈ 1( ),n  имеет место оценка

  || || || ||W T C e Wt TV
C t

TV(( ) ) ( )*m n m n m- ≤ --
1

2

с некоторыми константами C1 > 0 и C2 > 0, см., на-
пример, [11, лемма 3.5], где это доказано с помощью 
известной теоремы Харриса, а также [12] (отметим, 

что ( )*Tt
m  продолжается и на меры, см. [3, гл. 5]).

Обсудим теперь условие (7). В работах [13] и [14] 
получены оценки градиента диффузионной полу-
группы при широких условиях на коэффициенты, 
в частности доказан следующий результат. Если 

A x I Q xm l( ) ( )= + 2 для некоторого l > 0 и некоторой 
симметричной матрицы Q, которая вместе с bm удо-
влетворяет условию

 
|| ||  

| | | |

Q x Q y b x b y x y

g x y x y

( ) ( ) ( ) ( ),

( ) ,

- + 〈 - - 〉 ≤
≤ - -

2
m m  

(9)

где x y d,   ∈� , | |x y- < 1 и g —  интегрируемая неотри-
цательная  непрерывная  функция  на  (0,  1),  то 

| |
|| ||

 
∇ ≤T f x

C f

t
t
m ( )

min{ , }
.¥

1
Пусть теперь отображение Am ограничено и

  〈 〉 ≤ -b x x N N x k
m( ), ,  | |1 2   (10)
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где k > 2 и r ≥ 2. В силу [3, пример 7.1.5] имеет место 
неравенство

  T x N tt
r r km | | ≤ - -

3
2/( )

с константой, не зависящей от t. Сопоставляя эту 
оценку с оценкой градиента, получаем, что для всех 

функций  f C d∈ ∞
0 ( ),�   удовлетворяющих неравен-

ству | | | |f x W x x r( ) ( )≤ = +1 , выполнена оценка

 
| | | |

  /

∇ = ∇ ≤

≤ - - -

T f x T T f x

C t

t t t

r k

m m m( ) ( )( )

min{ , } .
/ /

/ ( )
2 2

1 2 21

Если 
r

k -
<

2

1

2
,   то  для  полугруппы  выполнено 

условие (7). Условия (9) и (10) выполнены, если 

A Im =  и b x x x h xk
m( ) ( )= - +| | , где

  〈 - - 〉 ≤ - >h x h y x y x y( ) ( ), , .  | |    β β2 0

Если 
r

k -
<

2

1

2
 для некоторого числа r > 2, то (7) 

выполнено с V x( ) const=  и W x x r( ) .= +1 | |  Более того, 

c W x x r( ) = +1 | |  выполнено (8), следовательно,

  || | | || || ||( )( ) .
( )

1 1+ - ≤x Cr
TV L

m s sF

Представляет интерес нахождение более общих 
условий в терминах коэффициентов Am и bs, при 
которых выполнены (7) и (8), например, привлекая 
результаты работы [15].
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We obtain new bounds on the total variation distance and the Kantorovich distance between stationary distribu-
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