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МЕХАНИКА

СМЕШАННАЯ  
ЗАДАЧА ДИФРАКЦИИ НА КЛИНЕ.  

КЛАССЫ ЗАДАЧ ДИФРАКЦИИ, 
РАЗРЕШИМЫХ ПО МЕТОДУ  

СМИРНОВА—СОБОЛЕВА

Рассматривается задача о дифракции нестацио-
нарной плоской волны

 p H at r0 0= + -( cos( ))/ q q  (1)

в двумерной угловой области r > 0, 0 2< < -q p a, 
на границе которой заданы смешанные краевые 
условия

 
∂
∂

=p

q
0 при q = 0, r > 0, 

 p = 0 при q = 2p - a, r > 0. 
(2)

Здесь p — давление в идеальной жидкости или газе, 
рассматриваемое как функция времени t и полярных 
координат (r, q) с полюсом в вершине угла (клина), 
а H(x) — ступенчатая функция Хевисайда. В линей-
ном приближении [1] давление p удовлетворяет вол-
новому уравнению
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в котором a — скорость распространения звука 
в среде.

В зависимости от значений углов q0 и a состояние 
среды при t < 0 определяется либо только падающей 
волной (1), либо суммой падающей волны и одной 

или нескольких отражённых от граней клина волн. 
Задача дифракции состоит в нахождении функции p 
в моменты времени t > 0.

Единственность решения описанной задачи обес-
печивается “условиями на ребре” [1], налагаемыми 
на поведение решения в окрестности угловой точки. 
Они выполнены, если функция p ограничена в на-
званной окрестности.

Через решение сформулированной автомодель-
ной задачи выписываются решения следующих не-
стационарных задач дифракции в угловых областях 
при смешанных краевых условиях.

1. З а д а ч и  д и ф р а к ц и и  п л о с к и х  в о л н 
п р о и з в о л ь н о г о  п р о ф и л я. Решения их выра-
жаются интегралом Дюамеля по времени через ре-
шения задач со ступенчатыми падающими волнами. 
Доказательство этого дано С. Л. Соболевым [2, 3] 
и не зависит от типа краевых условий.

2. П р о с т р а н с т в е н н ы е  з а д а ч и  д и -
ф р а к ц и и  п л о с к и х  в о л н  н а  д в у г р а н н о м 
у г л е. Они сводятся к двумерным переходам к по-
движной системе координат [3, 4].

3. Н е с т а ц и о н а р н ы е  з а д а ч и  д и -
ф р а к ц и и  н а  к л и н е  в о л н  о т  д в у м е р н о г о 
и  т р ё х м е р н о г о  т о ч е ч н ы х  и с т о ч н и к о в. 
А. Ф. Филипповым [5] установлены простые анали-
тические соотношения, связывающие решения за-
дач дифракции цилиндрических и сферических волн 
от источников с решениями для плоских падающих 
волн при краевых условиях Дирихле и Неймана. 
Эти же связи имеют место и в случае смешанных 
краевых условий.
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4. З а д а ч и  д и ф р а к ц и и  у п р у г и х  в о л н 
н а  к л и н е  п р и  р а з д е л я ю щ и х с я  в  п о т е н -
ц и а л а х  п е р е м е щ е н и й  с м е ш а н н ы х  к р а е -
в ы х  ус л о в и я х  (когда на одной грани клина за-
даны касательные напряжения и нормальные сме-
щения, а на другой — касательные перемещения 
и нормальные напряжения). Решения таких задач, 
как и при краевых условиях одного типа [6–8], мо-
гут быть найдены путём гашения сингулярностей 
“акустической” части решения.

ПОЛУЧЕНИЕ ТОЧНОГО РЕШЕНИЯ 
АВТОМОДЕЛЬНОЙ ЗАДАЧИ

В автомодельных переменных ( ( ), )s r at≡ /  q  раз-
мерность задачи понижается на единицу, и волновое 
уравнение (3) в пространстве меньшей размерности 
сводится к уравнению, имеющему гиперболический 
тип во внешности единичного круга s ≤ 1 и эллип-
тический тип внутри этого круга [2, 3]. В гипербо-
лической области s > 1 названное уравнение имеет 
характеристики x q1 2 1, arccos( ) const,≡ =∓ /s  явля-
ющиеся полукасательными к окружности s = 1, и оно 
сводится к уравнению колебаний струны в характе-
ристических переменных (x1, x2). Следовательно, 
не представляет труда нахождение отражённых 
от граней клина волн, а значит, и нахождение пол-
ного решения задачи в области s > 1.

Будем в дальнейшем считать, что a < p. Тогда при 
угле падения q p a0 1 0∈ ≡ -J ( , )  существует только 
отражённая от (верхней) грани клина q = 0 волна, 
при q p p a0 3 2∈ ≡ -J ( , )  образуется только волна, 
отражённая от (нижней) грани клина q p a= -2 , 
а при q p a p0 2∈ ≡ -J ( ,  ) существуют обе эти волны. 
Причём, согласно краевым условиям (2), в волнах, 
отражённых от верхней грани клина, давление p = +1, 
а от нижней — p = -1.

Когда a > p и среда образует входящий угол, 
за падающей волной может образоваться одна, две 
или даже несколько (но конечное число) много-
кратно отражённых от границ угловой области волн, 
число которых определяется углами 2p - a и q0. Пол-
ный разбор возникающих здесь случаев дан в ра-
боте [4] для краевых условий Неймана и Дирихле. 
Этот анализ легко распространяется и на рассмат-
риваемую смешанную задачу.

В эллиптической области s < 1 уравнение (3) сво-
дится к уравнению Лапласа с помощью преобразо-

вания Чаплыгина h = - -1 1 12/ /s s , сохраняющим 
геометрию области определения решения (сектора D 
(0 1< ≤s , 0 2≤ ≤ -q p a )). На радиусах сектора D 
должны удовлетворяться краевые условия (2), 

а на дуге окружности s = 1 давление p задаётся по не-
прерывности равным предельному значению pC 
на ней указанного выше решения задачи для гипер-
болической области s > 1 (недопустимость разрыва 
при переходе через дифракционный конус r = at 
обоснована в работах [2, 4]). Следовательно, для 
рассматриваемого случая q0 ∈ J1 ≡ (0, p - a) имеем 
pC = H(-q + p - q0) + H(-q + p + q0).

Введём теперь, следуя методу функционально-
инвариантных решений, комплексную переменную 
z = heiq и будем разыскивать функцию p в секторе D 
в виде действительной части аналитической 
функции p = Re{F(z)}. Отобразим сектор D в правую 
четверть OAB единичного круга (рис. 1) при помощи 

преобразования w z el i l i= = ≡/ /( ) Re ,2 2h q w  где

 R
at

r

a t

r
l

l

= = - -






h /
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2
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2
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2
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В рассматриваемом случае a < p число l изменяется 
в пределах 1/2 ≤ l < 1.

Пользуясь тем, что p = 0 на радиусе OB, распро-
страним аналитическую в OAB функцию F(w) на по-
лукруг OABCO, продолжая её действительную часть p 
нечётным образом через OB в левую четверть круга 
OBC. Тогда функция p принимает на полуокружности 
ABC значения +2, +1, 0, -1 и -2 соответственно на ду-
гах AA0, A0A1, A BA1 1′, ′ ′A A1 0 и ′A C0 ; точки A0, A1, ′A1 и ′A0 
определены последовательно углами w p q0 0 2= -l( ) ,/  
w p w1 0 2= +l( ) ,/  ′ = -w p w1 1 и ′ = -w p w0 0. Кроме 

того, 
∂
∂

=p

w
0 на радиусе OC, так как это условие вы-

полнено на OA в силу краевых условий (2). Направ-
ление w является касательным к окружности, по-

этому производная 
∂
∂

p

w
 на ABC может быть вычислена 

по известной на ней p, а именно она равна со знаком 
“минус” сумме четырёх дельта-функций. Таким 
образом, задача свелась в плоскости w к нахождению 
в полукруге аналитической функции по заданной 

B

A1

A0

A′1

A′0

AOC

Рис. 1. Аналитическое продолжение и область реше-
ния в w-плоскости.
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на границе производной 
∂
∂

p

w
 её действительной 

части.

Полукруг OABCO отображается в (нижнюю) по-
луплоскость при помощи конформного преобразо-
вания, задаваемого функцией Жуковского ([9, 
гл. II]):

 ς = +





1

2

1
w

w
. (4)

Действительно, Im ( )sin ,ς w= - ≤R R1 0/  когда 
| |w R≡ < 1 и 0 ≤ ≤w p. При этом диаметр COA пере-
ходит во внешность отрезка (-1, +1) действительной 
оси, а полуокружность ABC — в отрезок (-1, +1) этой 
оси. Следовательно, в плоскости ς задача сводится 
к нахождению аналитической в полуплоскости 

Imς < 0 функции - ′ -iF ( )ς ς2 1 по её действительной 

части 
∂
∂

p

w
, заданной на границе Imς = 0 (в виде суммы 

четырёх дельта-функций).

Ядро Шварца для полуплоскости известно, и по-
тому решение такой задачи легко находится, а именно
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(5)

Отметим, что решение (5) определено с точ-
ностью до действительной части от полинома по ς 
с мнимыми коэффициентами. Из условия на ребре 
(ограниченности p) следует, что этот полином тож-
дественно равен нулю.

После ряда преобразований с использованием 
равенства (4) для ς правая часть (5) переразлагается 
в алгебраическую сумму четырёх слагаемых
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(6)

допускающих точное вычисление квадратур. В ре-
зультате решение задачи в дифракционном круге 
даётся выражением
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в котором обозначено W1 = w - w0, W2 = w + w0, W3 = 
= w - w1 и W4 = w + w1. Значения арктангенсов бе-
рутся, как обычно, из интервала (-p/2, +p/2).

При вычислении квадратур от слагаемых в (6) 
возникают константы интегрирования, сумма ко-
торых полагается равной нулю вследствие непре-
рывности решения на дифракционном конусе r = at. 
Так же решается задача и в двух других случаях, когда 
угол падения q0 ∈ J2 и q0 ∈ J3.

Путём несложных вычислений можно убедиться 
непосредственно, что каждый член в (7) удовлетво-
ряет уравнению Лапласа и что сумма их совпадает 
на дифракционном конусе с решением в гипербо-
лической области. Таким образом, построено 
обобщённое решение исходной задачи, принадле-
жащее (по определению В. И. Смирнова и С. Л. Со-
болева) классу решений с “правильными” разры-
вами на фронтах волн, удовлетворяющими кинема-
тическим и динамическим условиям совместности.

ОСОБЕННОСТИ РЕШЕНИЯ  
В УГЛОВОЙ ТОЧКЕ

Ввиду существенных различий в условиях суще-
ствования и порядках особенностей решений задач 
дифракции со смешанными и однотипными крае-
выми условиями вкратце остановимся на этом во-
просе. Поскольку
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аргументы арктангенсов в формуле (7) малы. Тогда, 
разлагая арктангенсы в ряды Тейлора и используя 
представление 
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получаем асимптотику решения (7) вблизи вершины 
клина в виде
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В разложении (8) удержаны только члены, которые 
могут дать в угловой точке особенности в производ-
ных p с учётом того, что всегда l ≥ 1/2. Это значит, 
что могут иметь особенности (быть бесконечными) 
скорости и ускорения точек среды.

Представленные выше результаты относятся 
к случаю a < p (l < 1). Однако аналогичные (7) ре-
шения могут быть получены и при a > p (l > 1). По-
этому при анализе особенностей (8) будем учитывать 
и значения l, большие единицы. Тогда этот анализ 
приводит к следующим выводам:
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производные p по пространственным переменным, 
т.е. ускорения частиц среды, а тогда и их скорости, 
имеют в вершине клина сингулярность уже при углах 
2p - a > p/2, в отличие от решений задач дифракции 
с однотипными краевыми условиями, когда особен-
ность имеется только для углов 2p - a > p.

асимптотики компонент grad p при 2p - a > 3p/2 
(в вершине острого клина) содержат по два сингу-
лярных члена степенного типа, порядки которых 
принадлежат интервалам [-3/4, -2/3) и [-1/4, 0), 
тогда как при однотипных краевых условиях име-
ются только одночленные особенности с порядками 
из интервала [-1/2, -1/3).

Источник финансирования. Работа поддержана 
РФФИ (проект № 17–08–00066).
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Antil now, the Smirnov–Sobolev method has been applied only to diffraction problems with the Dirichlet and 
Neumann boundary conditions. In this study, it is shown that the method also leads to an exact solution of the 
mixed problem of diffraction on a wedge, which is very important, for example, for estimating the possibility of 
protection from blast waves by wedge-shaped barriers with different reflecting properties of the sides.
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