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С началом спутниковой эры стали измеряться 
флуктуации гравитационного поля планет, потом 
и астероидов, а также их рельефа. Более 50 лет из-
вестно эмпирическое правило Каулы [1]: коэффи-
циенты разложения полей по сферическим гармо-
никам убывают как квадрат номера гармоники при-

соединённого полинома Лежандра Pj
m начиная с  j ≥ 5. 

Это было обнаружено сначала для Земли, потом для 
Луны, Венеры [2], Марса [3], в последнее время для 
астероидов [4] и совсем малых тел ~1 км [5]. Однако 
теоретические основания существования такого 
правила в интервале 1–104 км оставались непонят-
ными (см., например, [5]). В настоящей работе по-
казано, что это следствие законов теории вероятно-
стей А. Н. Колмогорова [6] и их развития учениками 
его школы [7].

Когда альтиметры начали измерять структуру 
планетных поверхностей, выяснилось, что простран-

ственный спектр рельефа S k k( ) ∼ -2 обратно про-
порционален квадрату волнового числа k = 2π λ/ , 
где λ —   длина волны на местности. Было заме-
чено [8], что спектр производной поверхности по-

стоянен по горизонтали 
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 Это значит, 

что углы склона рельефа δ-коррелированы по ко-

ординате (угловые скобки —  операция осредне-
ния):

  〈 〉 = -z z z δ( ) ( ) ( )y y y y1 2
2

1 2 ,  (1)

что соответствует марковости (δ-кор ре ли ро ван но-
сти) ускорений, т. е. сил, поскольку вдоль склонов 
действует сила тяжести (сыпется порода, течёт вода 
и т. п.). В терминах А. Н. Колмогорова [6] это марко-
вость, независимость воздействий в соседние мо-
менты времени (или на соседних участках мест-
ности).

Структура рельефа, измеренная пролётными ап-
паратами, отображается временными записями h(t). 
Время связано с координатой как y = ut, где u —  ско-
рость полёта. В книге [2] приведены образцы таких 
записей, представляющие типичные случайные 
процессы. Такие процессы описываются уравнением 
Фоккера—Планка для плотности распределения 
вероятности p(t, z), где z —  исследуемая величина. 
Зная скорость регистрации, перепишем уравнение 
Фоккера—Планка в виде
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где ry —  масштаб корреляции по горизонтали слу-
чайных наклонов рельефа, предполагаемых много 
меньше его крупномасштабных вариаций, D —  ко-
эффициент диффузии с размерностью длины, ς2 —
средний квадрат углов наклона рельефа. Угол на-
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клона определяется как 
dh

dy
y= ς( ), где для случайных 

углов предполагается δ-коррелированность.Интег-
рирование по частям (2) при p h y( , )→ =¥   0 даёт

 
d h y

dy
D

〈 〉 =
2
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0
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¥
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Последнее равенство можно рассматривать как 
структурную функцию (случайного размера по го-
ризонтали) с нулевыми начальными условиями. Если 
она пропорциональна координате, то её спектр будет 

равен πD ky
2, k = 2π/λ —  волновое число [7]. В книге 

[2] приведены данные для спектров горных, холми-
стых и равнинных областей штата Орегон по 20 про-
лётам в различных направлениях в каждой из обла-
стей. В интервале размеров от 1 до 60 км значения 
показателей спектра в [8] оценены как 2,0 ± 0,04. 
Если спектр рельефа пропорционален k-2, то спектр 
углов склона, т. е. горизонтальных производных ре-
льефа, постоянен по k, т. е. это “белый шум”.

Спектры крупномасштабных неоднородностей 
рельефа планет и других небесных тел надо получать 
путём разложения случайных сигналов по сфериче-
ским гармоникам, т. е. по присоединённым полино-

мам Лежандра Pj
m. Рассмотрим рельеф на сфере 

z(j, θ), где j —  долгота, θ —  дополнение до широты, 
0 ≤ j ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π, r —  радиус сферы. Тогда угол 
по меридиану
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Введём x = cosθ и представим рельеф через нор-
мированные присоединённые полиномы Лежандра

P xj
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Тогда согласно (4) наклон рельфа
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Рассмотрим среднюю нормированную энергию 
углов наклона zθ:
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(7)

Среднее значение спектральных компонент 〈 〉| |am
j 2  

зададим не зависящим от m, что подтверждается 
наблюдениями и на практике [2] строится в зависи-
мости только от индекса j, и равным

  〈 〉 =
+ +

| |
/

a
j j jm

j 2
2

1 1 2

α
( )( )

,  (8)

где α —  средний угол наклона.

С учётом (7) и (8) после вычисления интеграла 
по x и суммы по m в (7) для энергии углов наклона 
Eθ имеем
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¥

,  S j = α2,  (9)

т.е. постоянный спектр белого шума и на сфере, что 
соответствует δ-коррелированности по θ. Тогда для 
энергии рельефа из (7)–(9) получаем
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так что среднее спектральных компонент (8), соот-
ветствующее белому шуму углов наклона, даёт при 
j � 1 спектр рельефа ~j -2 в соответствии с эмпири-
ческими данными [2]:
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(10)

где D = rα2 —  коэффициент диффузии в координат-
ном  пространстве.  При  этом  учтено,  что 
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 Из (10) следует, что амплитуда гармо-

ники
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Асимптотика полинома Pj
m(cos )θ  при  j → ¥ и пе-

реход к длине волны вдоль меридиана y = rθ позво-
ляет получить спектр рельефа k-2. Наш спектр (16) 
отличается от эмпирического спектра Каулы на мно-

житель ( ) ,1 1 1+ -/j  что значимо при небольших ин-
дексах j. Но уже при j = 5 различие лишь в 20%. Это 
показывает, что гипотеза о белом шуме спектра углов 
наклона на самых крупных масштабах не действует, 
и соответствующая структура должна быть своя 
на каждой планете в соответствии со своей текто-
никой, что и подтверждает рис. 7.20 из [20], где срав-
ниваются спектры рельефов Земли и Венеры, раз-
личающиеся амплитудами и положением первых 
4–5 сферических гармоник. Для j > 5 амплитуды 
гармоник хорошо следуют обратной квадратичной 
зависимости для Земли с  j ≤ 180 и Венеры с  j ≤ 50. 
На упомянутом рисунке из [2] приведены эмпири-

ческие значения амплитуд гармоник S r jj = -4 2 2π / . 
Для определения коэффициента диффузии в фор-
муле (11) они сравнивали их с эмпирическими гар-
мониками в [2]. Сравнение было сделано для гар-
моник с номерами 5, 10, 20, 30, 40, 60 и 90 для Земли, 
а для Венеры это 5, 10, 15, 20, 30, 40 и 50. В отсут-
ствие первичных данных величины гармоник опре-
делялись на глаз с точностью примерно 10% внутри 
их порядка величин, заданных в логарифмических 
координатах. Для Земли это дало D = 1,3 ± 0,3 м, для 
Венеры D = 0,19 ± 0,03 м. Точность в определении 
нашего “коэффициента” горизонтальной диффузии 
порядка 20%, но бесспорно то, что эти величины 
различаются в несколько раз, хотя надо иметь в виду, 
что данные для Венеры относятся лишь к экватори-
альным довольно гладким возвышенностям пла-
неты.

В работе [3] даны спектры рельефа для Марса, 
Луны и Земли (с учётом и без учёта океанского дна), 
в первом случае число сферических гармоник 23 100, 
в остальных случаях j ≤ 46 200. Те же спектры пред-
ставлены и в линейных длинах волн по поверхности 
объектов, для Земли минимальная длина волны 
λ = 460 м, для Луны 120 м. На рис. 5 из [3] мы про-
вели дополнительные линии k-2, которые хорошо 
следуют эмпирическим спектрам для Земли и Марса. 
Для Луны спектр рельефа почти уплощается в ин-
тервале длин волн 200–80 км. Это явные следы бом-
бардировки её поверхности астероидами с размерами 
до 10 км, поскольку размер кратеров в 10–20 раз 
больше ударного тела [9]. Спектр для Луны начиная 
с λ в несколько км увеличивает крутизну до k-4. Для 
остальных объектов также намечается некоторое 
увеличение крутизны спектров. Этот факт можно 
понять,  отказавшись  от  гипотезы  марковости, 

т. е. δ-коррелированности углов наклона в этих мас-
штабах. Например, если ввести вместо постоянного 
угла α2 корреляционную функцию углов, например 
падающую до некоторого масштаба Δ, то можно 
получить асимптотику k-4Δ2.

Таким образом, использование уравнения Фок-
кера—Планка—Колмогорова, преобразованного 
в уравнение (1) для описания статистической струк-
туры рельефа, даёт возможность превратить правило 
Каулы (“правило большого пальца” [5]) в точное 
следствие вероятностных законов, описываемых (1). 
При этом спектр углов склона рельефа оказывается 
постоянным, т. е. “белым шумом” вдоль горизон-
тальной длины волны λ. Если первоначальный ре-
льеф имеет тектоническое происхождение вплоть 
до гармоник j ≤ 5, то его дальнейшая эволюция про-
исходит из-за силы тяжести, действующей по углам: 
течёт вода, сыплется порода, разрушаемая разно-
образными факторами. Так происходит в течение 
миллионов лет горизонтальная диффузия рельефа, 
ведущая к спектру k-2. Коэффициент диффузии D 
является аналогом константы Каулы для рельефа.

Аналогичная методика объясняет и структуру 
флуктуаций гравитационных полей небесных тел, 
первоначальное правило Каулы. Однако её физиче-
ская интерпретация ожидает более конкретных раз-
работок, например, гармонического анализа полей 
плотности во внутреннем её распределении хотя бы 
для нашей планеты. Анализ природных процессов 
и явлений с помощью уравнения для плотности их 
вероятности с течением времени был начат А. Эйн-
штейном и М. Смолуховским, развивался Ф. Фок-
кером и М. Планком, и в наиболее общем и рабочем 
виде был представлен А. Н. Колмогоровым в 1934 г. 
Его использование в самое последнее время для 
морского ветрового волнения и др. было дано в [10].
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Kaula’s empirical rule has been known for more than 50 years: the coefficients of expansion over spherical har-
monics for the fluctuations of the gravitational field and terrain of the planets decrease as the number of the 
harmonic squared. This was found for Venus, the Moon, Mars, the asteroid Vesta, and very small celestial bodies. 
The inverse-square line spectra were also found for various types of the Earth’s surface on a scale of up to a hun-
dred kilometers. From this it follows that the spectra of the terrain slope angles are constant, i.e., “white noise”. 
This, they are delta-correlated horizontally. These are the assumptions under which the random walk laws were 
derived by A.N. Kolmogorov in 1934. Using them, the equation of the horizontal probability diffusion of the 
terrain with the linear coefficient diffusion D is derived. Based on the empirical data, D = 1.3 ± 0.3 m for the 
Earth, while for Venus it is almost an order of magnitude less. The slopes resist the wind; the rock crumbles, and 
the water flows down the slopes as well. This consideration turns Kaula’s rule into the random walk laws (over 
terrain) developed by Kolmogorov in 1934.

Keywords: spectrum of relief, inclination angles, white noise, random walks.
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