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При исследовании обратных задач возникает 
проблема отыскания решений таких задач по изме-
рениям поля вне рассеивателя. Основным подходом 
к исследованию обратных задач является решение 
систем дифференциальных уравнений методом ко-
нечных разностей или конечных элементов с после-
дующей минимизацией функционала и регуляри-
зацией по Тихонову. В данной работе предложен 
новый (двухшаговый) метод решения обратной 
задачи, основанный на решении линейного интег-
рального уравнения. В предлагаемом методе не ис-
пользуются итерационные схемы, требующие вы-
бора хорошего начального приближения.

В однородном трёхмерном пространстве R3 с за-
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Пусть EP —  объединение рёбер параллелепипедов 
PI, ∂ ′ = ∂P PI I PE\  и ∂ ′ = ∂P P EP\ .

Поле источника, а также рассеянное и полное 
поле предполагаются гармонически зависящими от 

времени: U x t u x e i t
0 0( , ) ( ) , = - ω  U x t u x es s

i t( , ) ( ) , = - ω  
U U U s= +0 . Будем рассматривать точечный источ-
ник поля, полагая
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Прямая задача дифракции состоит в отыскании 
функции u(x):
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Решение задачи (4), удовлетворяющее условиям 
гладкости (3), называется её квазиклассическим 
решением. Верно [1]

Ут в е р ж д е н и е  1.  Задача (3), (4) имеет при 
Im ( )k x ≥ 0 не более одного решения.

Задача дифракции (3), (4) сводится [1] к системе, 
состоящей из уравнения Липпмана—Швингера в об-
ласти P:
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и интегрального представления поля вне P:
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Уравнение (5) рассматривается в пространстве 
L P2( ); оператор L L P L P: 2 2( ) ( )→  непрерывно обра-
тим [2]. Имеет место [1]

Ут в е р ж д е н и е  2. Если u L P∈ 2( )  —  решение 

уравнения (5), то продолжение u(x) в �3
0\ { }x  форму-

лой (6) удовлетворяет условиям (3).

В следующем утверждении установлена эквива-
лентность краевой задачи (3), (4) и системы интег-
ральных уравнений (5), (6).

Ут в е р ж д е н и е  3.  Всякое решение u(x) задачи 
(3), (4) удовлетворяет системе (5), (6). Обратно, если 
u L P∈ 2( ) —  решение (5), то функция u(x), продолжен-
ная согласно (6), —  решение задачи (3), (4).

П о с т а н о в к а  о б р а т н о й  з а д а ч и. Пусть D —  
такая ограниченная область, что D P∩ = f, волно-
вое число k0 фиксировано. Требуется восстановить 
функцию k(x) в P по значениям поля u(x) и пада-
ющей волны u0(x) в точках x D∈ , x D0 ∉ , удовлетво-
ряющую уравнению

( ( ) ) ( , ) ( ) ( ) ( ) ( ),

,

k y k G x y u y dy u x u x u x

x D
P

s
2

0
2

0- = - ≡

∈

∫  
 (7)

и уравнению
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Введём в области P функцию J(x) = (k2(x) - 

- k u x0
2) ( ), предполагая, что всюду в P выполнено 

условие min ( ) .
x P

k x k
∈

>| | 0  В сообщении предлагается 

двухшаговый метод восстановления функции k x( ), 
состоящий в следующем:

1. Находим J(x) в области P по известным зна-
чениям u0(x) и u(x) в области D из линейного урав-
нения первого рода

 G x y J y dy u x x D
P

s( , ) ( ) ( ), ;    ∫ = ∈  (9)

2. Находим явно функцию k(x) в точках об-
ласти P из уравнения

J x

k x k
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Рассмотрим пример. Пусть область P есть куб 
(-1; 1)3, введём функцию y(x) = (1 - x1

2)2 (1 - x3
2)2 × 

× - ( )1 3
2 2x  и определим J x k x( ) ( ) ( ).= - +∆ 0

2 y  По-
скольку y удовлетворяет однородным краевым усло-

виям y y
∂

∂ ′
= ∂

∂
=P

Pn
0, то, применяя вторую фор- 

мулу Грина, получаем y( ) ( , ) ( ) .x G x y J y dy
P

= ∫   Тогда 

для потенциала v( ) ( , ) ( )x G x y J y dy
P

= ∫   ( )x ∈�3  при 

x P∈  имеем v( ) ( ),x x= y  но v ≡ 0 вне P  [1]. Таким 
образом, однородное уравнение (9) имеет нетриви-
альные гладкие решения при любых k0. Поэтому 
ниже будем рассматривать конечномерную обратную 
задачу.

Введём разбиение s = { }PI  области P; через Cs( )P  
обозначим класс кусочно-постоянных на P функций 
J x J xI I

I

( ) ( )= ∑ χ  (JI —  коэффициенты), а через 

ACs(D) —  класс образов функций из Cs(P) при дей-

ствии оператором A x G x y y dy
P

v v( ) ( , ) ( ) ,= ∫   x D∈ .

Те о р е м а  1. Если при заданном разбиении s тела 

P на n3 элементов PI выполнено k
n

l0

2 3

2
> π

,  l = 

= -min
i

i ib a| |, то уравнение

 G x y J y dy x D
P

( , ) ( ) ,    ∫ = ∈0 , (11)

имеет лишь тривиальное решение J ≡ 0 в классе Cs(P).

Доказательство теоремы 1 сводится [1] к проверке 
невырожденности матрицы Грама Γ( , )k n0   системы 
функций вида exp( )ik x rI0 ⋅  на двухмерной единичной 
сфере S1 0( ). Здесь x x x x= ( , , ),1 2 3   а r i h i hI = ( , ,1 1 2 2   
i h3 3), i nk = 0 1, , ..., .   

Учитывая аналитическую зависимость опреде-
лителя матрицы Грама от k0 как функции комплекс-
ного переменного при произвольном n ∈�, получаем 
следующий результат.
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Те о р е м а  2. Уравнение (11) имеет лишь триви-
альное решение в классе Cs( )P  при каждом n ∈� и лю-
бых k0 0>  за исключением, быть может, конечного 
числа значений волнового числа k0.

Также имеет место

Те о р е м а  3. Если u Ds ∈ACs( ), то решение урав-
нения (9) существует.

Таким образом, в теоремах 1–3 получены доста-
точные условия существования и единственности 
решения интегрального уравнения (9), а в силу од-
нозначности представления k(x) через J(x) —  условия 
существования и единственности решения обратной 
задачи.
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The problem of reconstructing a piecewise Hölder continuous function describing the refractive index of an in-
homogeneous obstacle scattering a monochromatic wave is considered. The boundary value scattering problem 
is reduced to a system of integral equations. The equivalence of the integral and differential formulations of the 
problem is proved. A two-step method for solving the inverse problem is proposed. A linear integral equation of 
the first kind is solved at the first step. Sufficient conditions for the uniqueness of its solution in the class of piece-
wise constant functions are obtained. At the second step, the unknown refractive index is explicitly expressed in 
terms of the solution obtained at the first step.

Keywords: inverse scattering problem, reconstruction of piecewise continuous refractive index, integral equations, 
uniqueness of solutions.
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