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МЕХАНИКА

При изготовлении различных элементов инже-
нерных конструкций с целью придания им желаемых 
свойств используется нанесение функционально-
градиентных покрытий, причём важным этапом в их 
разработке и оптимизации является определение их 
свойств после технологического процесса нанесе-
ния. Отметим, что одним из наиболее распро-
странённых способов идентификации свойств новых 
материалов, в том числе и покрытий, является метод 
индентирования [1–3].

В [4] на основе асимптотического анализа реше-
ния задачи о равновесии упругой однородной по-
лосы построен ряд приближённых моделей контакт-
ного взаимодействия для тел с тонкими покрытиями 
и прослойками, приводящий к исследованию неко-
торых операторных уравнений, схожих с уравнением 
для модели Рейсснера [4].

Для неоднородных структур обычно исследова-
ние контактных задач осуществляется на основе 
решения интегрального уравнения с главной лога-
рифмической частью в ядре, а символ ядра нахо-
дится численно [5, 6].

В [7] представлены приближённые модели де-
формирования неоднородной упругой полосы, по-
зволяющие получать аналитические решения кон-
тактной задачи. В основе формирования моделей 
лежат гипотезы о линейном изменении перемеще-
ний по толщине. Такие гипотезы позволяют строить 
приближённое решение контактной задачи для не-

прерывных законов неоднородности, однако, если 
свойства полосы изменяются разрывным образом, 
такие гипотезы не позволяют корректно учесть раз-
рывы в компонентах тензора напряжений.

В настоящей работе представлена новая модель 
деформирования функционально-градиентной по-
лосы, основанная на гипотезах, позволяющих учесть 
произвольные законы неоднородности покрытия, 
в том числе имеющие разрывы.

КОНТАКТНАЯ ЗАДАЧА  
ДЛЯ НЕОДНОРОДНОЙ  

УПРУГОЙ ПОЛОСЫ

Рассмотрим задачу о контактном взаимодей-
ствии без трения жёсткого штампа параболической 
формы с неоднородной упругой полосой толщины 
h, жёстко сцепленной с недеформируемым основа-
нием. С полосой связана прямоугольная система 
координат (x1, x3) с началом в основании полосы, 
ось x3 направлена вверх, а коэффициенты Ляме 
полосы есть произвольные положительные функции 
координаты x3.

Для построения приближённой модели примем 
гипотезы относительно компонент вектора переме-
щений, полагая
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Функции u(x1) и w(x1) представляют собой переме-
щения верхней границы полосы. Принятые гипо-
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тезы асимптотически удовлетворяют уравнениям 
равновесия, когда величина области контакта велика 
по сравнению с толщиной полосы. Отметим, что 
гипотезы (1) содержат параметры Ляме, и, таким 
образом, законы неоднородности полосы влияют 
на характер изменения перемещений по толщине, 
что позволяет учитывать произвольные законы не-
однородности, в том числе содержащие разрывы.

Рассмотрим вспомогательную задачу о действии 
нормальной нагрузки q(x1), на участке | |x a1 ≤  верхней 
границы полосы. Для решения краевой задачи 
теории упругости используем приближённый под-
ход, основанный на вариационном принципе Ла-
гранжа. С учётом принятых гипотез о характере поля 
перемещения функционал потенциальной энергии 
упрощается и принимает вид
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где коэффициенты Aij определяются формулами
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Варьируя функционал (2), получим уравнения 
Эйлера функционала (2) в виде системы дифферен-
циальных уравнений второго порядка
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причём q q x* ( ),= 1  | |x a1 ≤ , q* ,= 0  | |x a1 > . Исключая 
из системы (4) перемещение u, получим операторное 
уравнение, связывающее вертикальное смещение 
на верхней границе полосы с нормальной нагрузкой:

 b w b w b w a q a qIV
2 1 0 1 0− ′′ + = − ′′ +* *,

где коэффициенты ai, bi задаются формулами
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( )| |x a1 ≤ ; d, R —  глубина внедрения и радиус кри-
визны параболического штампа соответственно. Для 

определения связи размера площадки контакта с ве-
личиной внедрения штампа служат стыковые 
условия в точках границы контактной области. Связь 
между силой, действующей на штамп, и глубиной 
внедрения определяется из условия равновесия 
штампа. Эти соотношения строятся аналитически 
и имеют вид
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коэффициенты si, ci зависят от Aij.

РЕЗУЛЬТАТЫ  
ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫХ  
ЭКСПЕРИМЕНТОВ

Ниже приведено сравнение решения контактной 
задачи по предложенной в настоящей работе модели 
с решением на основе метода конечных элементов. 
В качестве примера решена задача в случае линей-
ного изменения модуля Юнга полосы по толщине 
и постоянного значения коэффициента Пуассона; 
модуль Юнга линейно возрастает от основания по-
лосы и принимает вдвое большее значение на её 
верхней границе, R h = 10. На рис. 1 представлена 
зависимость безразмерной силы P P E h* = / 0  от без-
размерной величины внедрения d d* ,= /h  где E0 —  
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Рис. 1. Зависимость силы от глубины внедрения.
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характерное значение модуля упругости в основании 
полосы. Сплошная и штриховая кривые соответ-
ствуют решениям по формуле (5) и МКЭ соответ-
ственно. При одинаковом внедрении приближённая 
модель даёт завышенные значение силы и макси-
мального нормального напряжения под индентором. 
Погрешность решения по формуле (5) по сравнению 
с МКЭ для значений отношения a h/ ≥ 0 94,  не пре-
восходит 5%. На рис. 2 изображено безразмерное 
вертикальное смещение верхней границы полосы 
w w h* = /  вблизи области контакта от безразмерной 
координаты ξ1 1= x h/ . Также построено решение для 
полосы, состоящей из двух слоёв: относительно 
жёсткого покрытия и подложки. Для отношения 
модулей Юнга покрытия и подложки, равного 10, 
разница в решениях по формулам (5) и МКЭ не пре-
вышает 5% для величин a h/ ≥ 1 19, ; при a h/ ∼ 0 1,  
 разница не превосходит 20%.

Построены решения контактной задачи для раз-
личных законов неоднородности в рамках мо-
дели (1). В качестве примеров выбраны возраста-
ющий, убывающий и немонотонный законы, сред-
ние значения которых на отрезке [0, h] равны. Ана-
лиз результатов показал, что для выбранных законов 
неоднородности различие в зависимостях сила—
внедрение незначительно. На рис. 3 представлена 
зависимость безразмерной величины области кон-
такта a a h* = /  от безразмерного внедрения. Сплош-
ной, штриховой и пунктирной кривыми изображены 
зависимости для возрастающего, убывающего, не-
монотонного законов изменения модуля Юнга со-
ответственно. Таким образом, на основе предложен-
ной полуаналитической модели исследованы задачи 
об индентировании функционально-градиентных 

покрытий, произведена оценка погрешности мо-
дели.

Источник финансирования. Работа выполнена при 
поддержке Российского научного фонда (проект 
№ 18–11–00069).
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внедрения.
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When different elements of engineering structures are manufactured, functionally graded coatings are applied to 
provide them with desired properties. The determination of the properties of the coatings after the coating process 
is an important stage in their development. Note that one of the most widely used techniques to identify the 
properties of new materials, including coatings, is the indentation method.
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