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В работе на основе приближённого решения дисперсионного уравнения представлен анализ системы 
уравнений динамической термоупругости с учётом обобщённого уравнения теплопроводности. Отме-
чается, что при волновом процессе теплопереноса реализуется достаточно интенсивный процесс энер-
гообмена между тепловыми и упругими полями, при этом в зависимости от соотношений характерных 
времён релаксации может изменяться направление энергообмена.
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МЕХАНИКА

ВВЕДЕНИЕ

Классическое линейное уравнение теплопровод-
ности параболического типа описывает локально-
равновесные процессы в предположении, что изме-
нение теплового потока происходит одномоментно 
с изменением градиента температуры. Однако ин-
тенсификация технологических процессов, исполь-
зование материалов со сложной структурой, широ-
кое распространение лазерной техники, возмож-
ность достижения экстремальных температур и дав-
лений диктуют необходимость анализа поведения 
таких систем в экстремальных, локально-неравно-
весных условиях [1].

В работах [2, 3] предложен обобщённый закон 
теплопроводности Фурье для локально неравновес-
ных сред, включающий параметр tq —  время терми-
ческой релаксации среды, обусловленное фазовым 
запаздыванием между вектором теплового потока 
и градиентом температуры:
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В [3] при изучении процессов сверхбыстрого на-
грева при попытке учесть вклады электронно-фо-
нонной и решёточной проводимости, а также и теп-

ловой инерции была представлена модель тепло-
проводности с двумя параметрами запаздывания tq 
и tT — временем запаздывания градиента темпера-
туры:
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Значения этих параметров определяются теплоём-
костями решётки и электронного газа:  
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где Cl, Ce —  объёмные теплоёмкости решётки 
и электронного газа, K — коэффициент теплопро-
водности, c —  коэффициент температуропроводно-
сти, G — коэффициент электрон-фононного взаи-
модействия [5].

Время термической релаксации tq, связанное 
со средним временем столкновений электронов 
и фононов, было оценено для металлов, полупро-
водников и сверхпроводников от 10-6 до 10-12 с [6–8].

Двухпараметрическое уравнение (2) сводится 
к уравнению Каттанео—Вернотта (1) при tT = 0 
и к классическому уравнению теплопроводности 
при tT = tq = 0.

Решение динамической задачи термоупругости 
в приближении локального равновесия было полу-
чено на основе классического уравнения теплопро-
водности Фурье [9, 10]. Аналитическое решение 
данной задачи с учётом обобщённого уравнения 
теплопроводности представляет значительные труд-
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ности. Однако качественный анализ этой задачи 
и количественные оценки области применимости 
такой модели можно получить, основываясь на ди-
сперсионном анализе системы уравнений динами-
ческой задачи термоупругости с обобщённым урав-
нением теплопереноса.

Для одноосного напряжённого состояния такая 
система запишется в виде
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Записав решение этой системы как 

 A t z A t i t ikz( , ) ( , )exp( ),  = - +� w w  

получим систему однородных линейных алгебраи-
ческих уравнений
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Система (4) имеет нетривиальное решение, когда 
определитель матрицы её коэффициентов равен 
нулю:
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где d — коэффициент связанности.

В [11] представлена методика приближённого 
решения дисперсионного уравнения (5), которое 
в общем случае является комплексным: 

 A t z i k t k t ikz( , ) exp( ( ) ) exp( ( ) ) exp( ). ∼ - ′ ⋅ ′′ ⋅w w

АНАЛИЗ  
ДИСПЕРСИОННЫХ СООТНОШЕНИЙ

При условиях tq = 0, tT = 0, d = 0 и tq = 0, tT = 0, 
d ≠ 0 имеем классическую модель термоупругости 
с уравнением Фурье без учёта и с учётом связности. 
Дисперсионная функция имеет простой вид:

 D k k c i k i k( , ) ( )( ) .w w w c d w /= - + - + +2 2 2 2 2  (6)

Собственные частоты определяются из системы 
уравнений

 w w c1 2
2= = -kс i k, .    (7)

Решение системы (7) определяет точку резонанса 

( , ),w∗ ∗ k  где сильно взаимодействие тепловых 

и упругих волн w c∗ = c2 / , k c∗ = /c. Для большин-

ства металлов значение w* .∼ 10 1011 12 1–  с-

Учёт связанности d ≠ 0 влияет только на затуха-
ние акустической моды (aacoust), определяемое мни-
мым слагаемым в дисперсионном соотношении

 w d
c1

2

2
= -ck i

c
. (8)

Для металлов значение связности порядка d ≈ 10-4–
10-2 и затухание упругих волн существенно только 
для коротковолновых процессов с k ≥ (2–3) ⋅ 106 м-1.

Условия для однопараметрической модели теп-
лопереноса: tq ≠ 0, tT = 0 при d = 0 или d ≠ 0 — при-
водят к гиперболическому уравнению теплопровод-
ности со скоростью распространения тепловой 
волны (VT), определяемой температуропроводностью 

и инерционностью потока тепла VT q
2 = c t/ .

В случае отсутствия связности (d = 0) из решения 
уравнения (5) для акустических и тепловых мод 
и точки резонанса получим

 w w
c

w
c1 2

2 2

2 22

1

2 1
= = - =

-
ck kV i

V c

c V
T

T

T

, , .*      
| / |

 (9)

Для типичных металлов c ∼ 10-4 м2/с, с ∼ 5 × 
× 103 м/c, и оценка частоты резонанса при tq = 10-10 с 

даёт значения w* ,∼ 5 109 1⋅ - c  k* , ,∼ 0 75 106 1⋅ - м  что 
более чем на порядок меньше, чем при использова-
нии уравнения теплопроводности Фурье.

На рис. 1 приведены зависимости модулей частот 
акустических и тепловых ветвей для случая класси-
ческой постановки динамической задачи термоупру-
гости и для случая однопараметрической обобщён-
ной модели теплопереноса при значении tq = 10-10 c.

Оказывается, что для случая применения одно-
параметрической модели при tq = 10-10 c волновой 
процесс переноса тепла реализуется лишь для частот 
w ≥ 5 ⋅ 109 рад/с. Увеличение tq уменьшает значения 
граничных и резонансных частот.

Такая ситуация обусловлена сильным затуханием 
тепловых мод (atemp), обусловленным мнимым сла-
гаемым в дисперсионном соотношении (9) для теп-
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ловой волны: 
VT

q

2

2

1

2c t
= , т.е. временем релаксации 

теплового потока. Зависимости затухания тепловых 
волн для разных значений tq приведены на рис. 2, 
а на врезке — фрагмент выделенной области.

Видно, что вследствие очень сильного затухания 
волновой процесс теплопереноса с вектором k, мень-
шим некоторого порогового значения (больших 
длин волн), не может существовать.

В случае учёта связности (d ≠ 0) для акустических 
и тепловых мод получим
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Связанность тепловых и упругих полей значи-
тельно уменьшает затухание высокочастотных аку-
стических мод по сравнению с моделью динамиче-
ской термоупругости с уравнением теплопровод-
ности Фурье, т.е. в случае волнового процесса пере-
носа тепла осуществляется обмен энергией между 
тепловыми и упругими волнами.

Для двухпараметрической модели теплопереноса 
без учёта связности: tq ≠ 0, tT ≠ 0, d = 0 и соотно-
шения t tT q n/ = , обоснованного в [12] и для боль-
шинства металлов равного n ≈ 1 10– , получим
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В этом случае затухание акустических мод суще-
ствует и в отсутствие связности и зависит от отно-
шения времён релаксации n T q= t t/ , а также от от-
ношения скоростей тепловых и упругих волн. При 
этом влияние tn на значение граничных частот су-
ществования волнового процесса теплопереноса 
практически отсутствует.

Для двухпараметрической модели теплопереноса 
с учётом связности tq ≠ 0, tT ≠ 0, d ≠ 0 получим
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Связность оказывает незначительное влияние 
на изменение пороговых и резонансных частот вол-
нового процесса теплопереноса, не превышающее 
2–3%. Более значительно влияние связности на за-
тухание акустических и тепловых мод.

На рис. 3 представлены зависимости затухания 
акустических и тепловых мод для разных значений n 
и связности d.

Как видно, инерция градиента температуры очень 
существенно влияет на затухание как акустических, 
так и тепловых мод даже в отсутствие связанности. 
При этом оказывается, что существование волнового 
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Рис. 1. Зависимости |w(k)| акустических и тепловых 
ветвей при классическом и однопараметрическом 
обобщённом уравнениях теплопереноса: 1 — |w1| = ck, 
2 — |w2| = ck2, 3 — |w2| = kVT(1 + VT

2)/(4c2k2)0,5.
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Рис. 2. Зависимости затухания тепловых мод для раз-
ных значений инерционности потока тепла tq: d = 0; 
tq = 5 ⋅ 10-10 (1), 1 ⋅ 10-10 (2), 0,5 ⋅ 10-10 c (3).



 АНАЛИЗ ОБОБЩЁННОГО УРАВНЕНИЯ ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ... 577

ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК том 485 № 5 2019

процесса теплопереноса возможно лишь в ограни-
ченной полосе частот (длин волн) и практически 
исчезает при увеличении tT. Например, увеличе-
ние tT в два раза увеличивает затухание на порядок 
и сужает полосу частот существования волнового 
процесса.

Однако в отличие от случая применения одно-
параметрического уравнения теплопроводности 
здесь увеличение связности увеличивает затухание 
акустических мод (рис. 3а), но уменьшает затухание 
тепловых (рис. 3б), т.е. в отличие от модели с одно-
параметрическим уравнением теплопроводности 
здесь меняется направление энергообмена —  энер-
гия упругих волн за счёт связанности подпитывает 
волновой процесс теплопереноса.

Таким образом, соотношения релаксационных 
параметров, определяющих процесс теплопереноса, 
могут изменять направление энергообмена между 
упругими и тепловыми полями.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Представленные результаты показывают, что ана-
лиз дисперсионных соотношений позволяет про-
гнозировать поведение локально-неравновесных 
систем, в частности судить об области примени-
мости той или иной модели теплопереноса в системе 
уравнений динамической термоупругости.

Показано, что применение волновых моделей 
теплопереноса правомерно для длительностей воз-

мущений t tL q≤ -∼ 10 10  с, т.е. для пикосекундного 
диапазона длительностях лазерного воздействия, 
а волновой процесс теплопереноса может существо-
вать только на малых масштабах порядка единиц 
микрон и только для очень больших волновых век-
торов (малых длин волн).

Рост связности в случае волнового процесса теп-
лопереноса и однопараметрического уравнения 
теплопроводности в отличие от классической модели 
значительно уменьшает затухание акустических волн 
за счёт энергообмена между тепловыми и упругими 
волнами.

В случае учёта инерционности градиента темпе-
ратуры в двухпараметрической модели теплопере-
носа связность меняет направление энергообмена —  
упругие волны подпитывают тепловые.

Отметим при этом, что увеличение инерцион-
ности градиента температуры практически уничто-
жает волновой процесс теплопереноса и возвращает 
к классической модели Фурье.

Источник финансирования. Работа выполнена при 
поддержки гранта РНФ 15–19–00182.
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Based on the approximate solution of the dispersion equation, the paper presents an analysis of the system of 
dynamic thermoelasticity equations taking into account the generalized heat equation. It is noted that during the 
wave process of heat transfer, a sufficiently intensive process of energy exchange between thermal and elastic fields 
is realized, while depending on the relations of the characteristic relaxation times, the direction of energy exchange 
can change.
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