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Решена задача об источнике нагрева, действующем на определённую часть поверхности балки и дви-
жущемся вдоль неё с заданной скоростью v. Показано, что наиболее существенную роль в формирова-
нии изгиба балки, нагруженной сжимающей силой, оказывают сосредоточенные моменты, возникающие 
на движущейся границе источника нагрева. Отмечено, что при скорости движения источника меньше 
некоторой критической прогиб балки носит существенно немонотонный характер. При этом наибольший 
прогиб балки имеет место при достижении скоростью движения источника значения, соответствующего 
критической силе Эйлера.
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МЕХАНИКА

ВВЕДЕНИЕ

Динамическое поведение элементов конструкций 
при импульсных тепловых воздействиях в настоящее 
время привлекает внимание многих исследователей 
[1–4]. Подобные задачи возникают в таких отраслях 
современной техники, как применение технологий 
для неразрушающего контроля и изучения физиче-
ских свойств материалов на микро- и наномасштаб-
ном уровне, технологические процессы производ-
ства (лазерное испарение, формовка, сварка), ис-
следование работоспособности нано- и микроэлек-
тромеханических систем в условиях ударно-импульс-
ных тепловых воздействий.

В работах [2–4] показано, что в общем случае 
напряженно-деформированное состояние, вы-
званное нагревом, определяется продольной сжи-
мающей силой PT и изгибающим моментом MT:
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В работах [3, 4] рассмотрена задача об импульс-
ном нагреве по всей поверхности балки, что позво-
ляет учитывать только продольную сжимающую 
силу и не учитывать действие изгибающего момента.

На сегодняшний день совместное влияние осевой 
сжимающей силы и изгибающего момента не рас-
смотрено. В настоящей работе решается задача 
об источнике нагрева, действующем на определён-
ную часть поверхности балки и движущемся вдоль 
неё с заданной скоростью v. Показано, что наиболее 
существенную роль в формировании изгиба балки, 
нагруженной сжимающей силой, оказывают сосре-
доточенные моменты, возникающие на движущейся 
границе источника нагрева. Отмечено, что при ско-
рости движения источника меньше некоторой кри-
тической прогиб балки носит существенно немоно-
тонный характер. При этом наибольший прогиб 
балки имеет место при достижении скоростью дви-
жения источника значения, соответствующего кри-

тической силе Эйлера 4kEJ  [7].

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим тепловой источник, движущийся 
вдоль балки от её середины со скоростью v, так что 
прогретым остаётся отрезок балки длиной 2lQ 
(рис. 1).

v v
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x

x = lx = 0x = −l

Q(x, t)

Рис. 1. Балка при действии движущегося источника 
нагрева.
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Многомасштабность во времени происходящих 
нестационарных процессов заставляет ограничиться 
аналитическим описанием формирования изгиба 
балки в течение времени существования движуще-
гося источника. Именно в течение этого времени 
напряжённое состояние определяется сжимающей 
осевой нагрузкой (вызванной продольными волнами 
сжатия-растяжения), а также изгибающими момен-
тами.

При прогреве небольшого участка балки внезап-
ное тепловое расширение, возникшее на этом 
участке, приведёт к возбуждению продольной волны 
сжатия, убегающей со скоростью продольных волн 
к краям балки. За счёт отражения их от заделанных 
краёв возникнет режим продольных колебаний, име-
ющих некоторую среднюю составляющую. При этом 
колебательная составляющая может вызвать явление 
параметрического возбуждения [5]. Этот случай не-
обходимо рассмотреть отдельно. Принимая, что 
в реальности влияние диссипативных сил исключит 
этот феномен, будем считать, что среднее значение 
продольного усилия в результате волнового процесса 
равно некоторой силе P, которая не превосходит силу 
Эйлера для балки на упругом основании [7].

Полагая, что отвода тепла от нагретого участка 
не происходит (или происходит достаточно мед-
ленно), можно считать, что наибольший градиент 
температуры будет вблизи движущейся границы 
нагретого и холодного участков. Последнее анало-
гично на основе (1) действию сосредоточенных из-
гибающих моментов, движущихся вдоль балки 
со скоростью движения источника нагрева.

Тогда окончательно исходная задача может быть 
сформулирована следующим образом. К заделанной 
по краям балке длиной 2l и поджатой некоторый 
силой P в некоторый момент времени внезапно при-
кладываются два сосредоточенных изгибающих 
момента G, разбегающихся от её середины к краям 
с заданной скоростью v.

Из-за симметрии задачи можно искать решение 
на участке 0 ≤ ≤x l. Уравнения, граничные и на-
чальные условия принимают вид

 L w EJw Pw w kw F x t( ) ( , ) ,= ′′′′ + + + - =′′ ρ ��  0
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где F x t G x l l t( , ) ( ),  = - =′δ θ θ v .

Прогиб w, удовлетворяющий уравнению (1), в со-
ответствии с [6] будем отыскивать на переменном 
интервале l x l ltw w( ),  0 < ≤ < , в виде

 w x t t w x( , ) ( ) ( ) = b 1 , (3)

выбрав в качестве формы функцию, удовлетворя-
ющую граничным условия закрепления:
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где H(x) — функция Хэвисайда.

Выполняя процедуру Галеркина, получим диф-
ференциальное уравнение относительно амплитуды 
прогиба b(t)
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Используя известные приёмы метода перемен-
ного интервала [6], получим решение уравнения (4):

 b ξ ξ ξ( ) ( )sin ( )t f t d
t

= -∫1

0
Ω

Ω . (5)

Длину переменного интервала, согласно [6], можно 
найти из условия
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Выражение (5) для амплитуды прогиба b(t) в слу-
чае малого изменения во времени функции f(t), ис-
ходя из теоремы о среднем, можно упростить:
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Подстановка (7) в условие (6) даёт уравнение, 
из которого может быть найдена зависимость длины 
переменного интервала lw от времени. Для удобства 
проведения вычислений введены безразмерные ве-
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l
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На рис. 2 показаны результаты нахождения длины 
интервала s(t) из условия (6) (кривая 1) и путь, прой-
денный при этом движущейся нагрузкой (кривая 2).

Из рис. 2 видно, что на малых временах измене-
ние длины интервала (кривая 1) пропорционально 

величине t  и в основном определяется параметрами 
балки. Скорость изменения длины интервала с те-
чением времени падает. Из рис. 2 также видно, что 



 ОСОБЕННОСТИ ДИНАМИЧЕСКОГО ПОВЕДЕНИЯ БАЛКИ БЕРНУЛЛИ—ЭЙЛЕРА... 581

ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК том 485 № 5 2019

начиная с некоторого момента времени уменьшение 
скорости изменения длины интервала прекращается, 
эта скорость становится близкой к скорости движе-
ния нагрузки v (кривая 1 становится почти парал-
лельной кривой 2).

На рис. 3 показано изменение во времени про-
гиба в центре балки при различных скоростях дви-
жения нагрузки.

Из рис. 3 видно, что при малых скоростях на-
грузки прогиб нарастает во времени (кривая 1). Од-
нако при увеличении скорости нагрузки выше не-
которого критического значения происходит замед-
ление нарастания прогиба во времени, более того, 
большей скорости соответствует меньшее значение 
прогиба (кривые 2 и 3). Последнее объясняется тем, 
что величина прогиба пропорциональна работе 
внешнего момента на угле поворота формы прогиба 
в точке его приложения. Пока точка приложения 
находится в той части переменного интервала, где 

угол поворота растёт, увеличивается работа момента, 
соответственно растёт и прогиб. Это происходит при 
скорости меньше фазовой скорости изгиба балки. 
В противоположном случае точка приложения мо-
мента оказывается в той части интервала, где угол 
поворота сечения становится меньше, что и умень-
шает в конечном счёте величину прогиба.

Определим критические значения скорости v 
и максимальной амплитуды прогиба. Точное реше-
ние уравнения (4) имеет вид
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Обозначив волновое число α π
( ) ,l

lw
w

=  знамена-

тель в (8) можно привести к виду

 ∆( ) ,*α α α= - +EJ P k4 2  (9)

где P P* ,= + ρv2  что в точности совпадает с из-
вестным дисперсионным выражением для балки 
Бернулли—Эйлера на упругом основании [7]. Об-
ращение в нуль последнего выражения (9) проис-

ходит при P P EJk* ,= =Э 4  откуда может быть най-
дена критическая скорость движения нагрузки

 vкр
2 4= -EJk P. (10)

В этом случае, раскрывая неопределённость в (8), 
критическое значение длины интервала запишем 
в виде

 l
EJ

k
tкр

2 2( ) ,= π  (11)

и, в свою очередь, зная зависимость длины интер-
вала от времени, можно найти время tкр, при кото-
ром амплитуда прогиба достигает своего максималь-
ного значения:
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Последующее увеличение длины интервала (его 
рост во времени t), если это позволяют граничные 
условия, приводит к уменьшению прогиба, как это 
и было показано ранее.

Дальнейшее уточнение решения задачи следует 
проводить с учётом обоснованного определения 
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Рис. 2. Зависимость длины переменного интервала 
от времени. 1 — длина интервала s(t), 2 — vt — путь, 
пройденный нагрузкой.
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Рис. 3. Изменение амплитуды прогиба в центре балки 
от времени при различных скоростях нагрузки: 
v = 0,1 (1); 0,5 (2); -0,9 (3).
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осевой силы P. Последнее, безусловно, требует ана-
лиза волнового процесса при продольном возмуще-
нии [5].

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Задача о движущемся источнике нагрева сведена 
к задаче о движении сосредоточенного изгибающего 
момента. Изучен этап распространения волны из-
гиба под действием движущегося сосредоточенного 
изгибающего момента.

При малых значениях скорости и малых временах 
изменение длины переменного интервала почти 

пропорционально величине t .

Когда скорость изменения длины интервала ста-
новится близкой к скорости движения нагрузки, ско-
рость изменения длины интервала стабилизируется.

Большей скорости нагрузки соответствует боль-
шее значение максимального прогиба только 
до определённой скорости. При ещё больших ско-
ростях прогиб становится меньше для больших зна-
чений скорости нагрузки.

Потери устойчивости равновесия, обусловленной 
наличием сжимающей продольной силы, за время 
пробега волны изгиба до края балки не происходит.

Источник финансирования. Работа выполнена при 
поддержке Российского научного фонда (грант 
15–19–00182).
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The problem of a heating source acting on a certain part of a beam surface and moving along it with given speed 
is solved. It is shown that the most significant role in formation of the beam deflection under loading by a com-
pression force is played by concentrated moments occurring at the moving boundary of the heating source. It is 
noted that for a source speed less than some critical value, the beam deflection is essentially nonmonotonic. In 
this case, the largest beam bending deflection occurs when the source speed reaches a value corresponding to the 
Euler critical force.

Keywords: Bernoulli—Euler beam, heating source, dynamic behavior, variable interval method.


