
655

Одним из ключевых утверждений в теории ли-
нейных неравенств и вообще в теории оптимизации 
является, бесспорно, теорема Фаркаша.

Те о p е м а  1  ( Ф а р к а ш а ). Пусть a1, ..., am, b n∈�  
и выполнено следующее условие Фаркаша: для любого 

вектора x n∈� , удовлетворяющего системе линейных 
неравенств ( , ) , ..., ( , ) ,a x a xm1 0 0    ≤ ≤  имеет место 
также неравенство ( , ) .b x ≤ 0  

Тогда существуют неотрицательные числа l1, ... 
..., lm такие, что b a am m= + +l l1 1 ... .

Напомним, что множество K a am= con( , ..., )1    
всевозможных линейных комбинаций векторов 
a1, ..., am с неотрицательными коэффициентами 
называется конечнопорождённым конусом. Таким 
образом, теорема говорит о том, что если выполнено 
условие Фаркаша, то b K∈ . Это же утверждение 
часто формулируется в виде следующей альтерна-
тивы.

Теоpема 2 (об альтернативе). Пусть a1, ..., am, 

b n∈� . Тогда либо b a am∈ con( , ..., ),1    либо существу- 
ет решение системы неравенств

 ( , ) , ..., ( , ) ), ( , ) .a x a x b xm1 0 0 0      ≤ ≤ >

При относительно простой формулировке тео-
ремы Фаркаша любое из известных её доказательств 
вряд ли можно считать очень простым (см., напри-
мер, [1–12]). По-видимому, концептуально самым 
простым является доказательство Бартла [4], в кото-
ром реализуется индукция по m и не используются 
какие-либо нетривиальные утверждения, требующие 
отдельного доказательства. Наша цель —  представить, 
возможно, ещё более простое и, как нам кажется, 
совершенно новое доказательство теоремы Фаркаша.

ЗАМЕЧАНИЯ  
О СУЩЕСТВУЮЩИХ  
ДОКАЗАТЕЛЬСТВАХ

Короткое доказательство, обычно излагаемое 
в учебниках, использует теорему о существовании 
гиперплоскости, строго разделяющей точку и замк-
нутое выпуклое множество, и опирается на не очень 
простое утверждение о замкнутости конечнопоро-
ждённого конуса.

Заметим, впрочем, что последнее утверждение 
можно легко получить как следствие некоторых 
других не очень простых утверждений. Например, 
замкнутость конуса K = con(a1, ..., am) сразу вытекает 
из следующего двойственного описания конечно-
порождённого конуса.

Те о p е м а  3  ( В е й л я ). Конечнопорождённый 
конус является пересечением конечного числа замк-
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нутых полупространств с проходящей через нуль гра-
ничной гиперплоскостью.

Заметим также, что, имея теорему Вейля, мы 
сразу получаем тривиальное доказательство теоремы 
Фаркаша. В самом деле, согласно теореме Вейля, 
конус K a am= con( , ..., )1    состоит из векторов x, удо-
влетворяющих некоторой системе неравенств вида

 ( , ) , ..., ( , ) .b x b xs1 0 0    ≤ ≤

Если b K∉ , то для какого-то индекса j получаем 
( , ) .b bj  > 0  При этом a1, ..., am ∈ K ⇒ (a1, bj) ≤ 0, ...  
..., (am, bj) ≤ 0. В силу условия Фаркаша ( , ) ,b bj ≤ 0  
т. е. возникает противоречие.

Такой путь к теореме Фаркаша, конечно, нельзя 
принять, когда сама теорема Вейля доказывается 
через теорему Фаркаша (например, в [1, 3]). Однако 
независимое доказательство тоже имеется. В нём 
вводится матрица A a am= [ , ..., ]1    и рассматривается 
полиэдр (пересечение конечного числа замкнутых 
полупространств) вида

 P x y y Ax x= = ≥{( , ) , }, :  0

из которого конус K получается при помощи после-
довательного исключения координат вектора y 
по методу Фурье—Моцкина (см., например, [12]).

Заметим ещё, что утверждение о замкнутости 
конуса K легко выводится из теоремы Фаркаша. 
В самом деле, если вектор b есть предел последова-
тельности векторов из K, то для векторов a1, ..., am, b 
выполнено условие Фаркаша и по теореме Фаркаша 
b K∈ .

НОВОЕ ДОКАЗАТЕЛЬСТВО  
ТЕОРЕМЫ ФАРКАША

Введём в рассмотрение следующий функционал:
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Заметим, что среди векторов x с одним и тем же 
значением функционала F(x) имеется вектор наи-
меньшей длины. Такой вектор будем называть ми-
нимальным.

Те о p е м а  4. Если векторы a1, ..., am, b n∈�  удо-
влетворяют условию Фаркаша, то функционал F(x) 
ограничен снизу и в некоторой точке достигает своего 
минимального значения.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Предположим, что выпол-
нено условие Фаркаша, и рассмотрим произвольную 

последовательность минимальных векторов xk, для 
которых F( ) .xk < 0  Очевидно, ( , ) .b xk < 0  Если бы 
неравенства ( , ) , ..., ( , )a x a xk m k1 0 0    ≥ ≥  выполня- 
лись одновременно, то согласно условию Фаркаша 
было бы верным противоположное неравенство 
( , ) .b xk ≥ 0  Таким образом, в силу условия Фаркаша 
множество индексов I i a xk i k= <{ ( , ) }:  0  непусто.

Далее, F( ) ( , ) ( ),x b x q xk k k= +  где q(xk) =  
= ( , )a xi k

i I k

 2

∈
∑  > 0. Последовательность векторов 
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k
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|| ||

 принадлежит единичной сфере в конечно-

мерном пространстве и поэтому обладает сходя-
щейся подпоследовательностью. Не ограничивая 
общности, можно считать, что h hk → . Поскольку 
имеется конечное число индексных множеств, 
можно также полагать, что множество Ik = I одно 
и то же при всех k. При { , }x th tk= ≥ 0  функционал 

имеет вид F( ) ( , ) ( ) ,th b h t q h tk k k= + 2  а его минималь-

ное значение достигается при t
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Пусть F F( ) inf ( ).x xk

x
→ =γ  Пока что допуска-

ется, что γ = −¥.  В любом случае очевидно, что 
γ γk → .  Предположим, что tk → ¥. Тогда q(h) = 
= =

→
lim ( ) .

k
kq h

¥
0  Значит, вектор h удовлетворяет сис-

теме неравенств ( , ) , ..., ( , )a h a hi m    ≥ ≥0 0 и по усло- 
вию Фаркаша ( , ) .b h ≥ 0  В то же время (b, hk) → 
→ ≤( , ) .b h 0  Значит, ( , ) .b h = 0  Можно заметить, что 
F( )th = 0 при всех t ≥ 0, но подчеркнём, что для даль-
нейших рассуждений важна прежде всего ортого-
нальность вектора h векторам b и ai при i I∈ . Рас-
смотрим разложение вида

 x h y h yk k k k k k= + ≥ =a a a, , .   где  || || || ||0

Используя ортогональность, находим
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Если i I∉ , но ( , ) ,a hi  = 0  то ( , ) ( , )a y a xi k i k  = ≥ ⇒0  
⇒ =−( , ) .a yi k 0  Следовательно,

 F F( ) ( ) ,y x Sk k k= +

где S a y J j a hk j k
j J

j= = >−
∈
∑ ( , ) , { ( , ) }.   :  2 0

Наша цель —  доказать, что Sk = 0 при достаточно 
больших k. Действительно, при j J∈  векторы aj 
образуют острый угол с вектором h. При достаточно 
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малом e > 0 угол между каждым вектором aj и любым 
вектором, образующим с h угол не больше e, оста-
нется, очевидно, острым. Мы полагаем, что tk → ¥, 
и в этом случае условие || || || ||ak kh y=  означает, что  
при достаточно больших k угол между векторами yk 
и h окажется меньше e. Поэтому ( , )a yj k > ⇒0  
⇒ = ⇒ =−( , ) .a y Sj k k 0 0 Кроме того, при достаточ- 
но больших k векторы akh и yk будут соответствовать 
боковым сторонам равнобедренного треугольника 
с тупым углом. В таком треугольнике длина осно-
вания больше длины боковой стороны. Значит, 
|| || || ||y xk k<  и при этом F F( ) ( ),y xk k=  т. е. возникает 
противоречие с минимальностью векторов xk. Зна-
чит, q h( ) ,> 0  а отсюда следует, что последователь-
ность tk имеет конечный предел и F F( ) ( )t h xk k → = γ 
при x t h

k
k k=

→
lim

¥
.

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы  Ф а р к а ш а. 
По теореме 4 функционал F(x) принимает мини-
мальное значение в некоторой точке x = x0. В этой 
точке его градиент равен нулю: 

 gradF(x0) = b − =
=
∑ a i i
i

m

na
1

0 , a i ia x= − ≥−2 00( , ) .  

Значит, b ∈ con(a1, ..., am).

З а м е ч а н и е  1. По существу, мы доказали, что 
условие Фаркаша равносильно утверждению о том, 
что функционал F(x) ограничен снизу и достигает 
своего минимального значения. Кроме того, мини-
мизируя данный функционал, можно найти неот-
рицательные коэффициенты l1, ..., lm в разложении 
вектора b по векторам a1, ..., am.

З а м е ч а н и е  2. Аналог теоремы 4 можно сфор-
мулировать также для функционала

 Y( ) ( , ) ( , ) ,x b x a xi
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Очевидно, Y F( ) ( ).x x= − −  Поэтому условие Фаркаша 
равносильно существованию конечного максималь-
ного значения для Y(x).
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The classical Farkas theorem of the alternative is considered, which is widely used in various areas of mathemat-
ics and has numerous proofs and formulations. An entirely new elementary proof of this theorem is proposed. It 
is based on the consideration of a functional that, under Farkas’ condition, is bounded below on the whole space 
and attains a minimum. The assertion of Farkas’ theorem that a vector belongs to a cone is equivalent to the fact 
that the gradient of this functional is zero at the minimizer.
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