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В настоящей работе мы рассматриваем бесконечное семейство графов Hn = Hn(G1, G2, ..., Gm), представ-
ляющих из себя дискретные расслоения Зейферта над заданным графом H на m вершинах с особыми 
слоями G1, G2, ..., Gm. Каждый слой Gi = Cn(si,1, si,2, ..., si,ki

) такого расслоения является циркулянтным 
графом на n вершинах со скачками si,1, si,2, ..., si,ki

. Семей ство дискретных расслоений Зейферта доста-
точно обширно. Оно включает обобщённые графы Петерсена, I-графы, Y-графы, H-графы, сандвичи 
циркулянтных графов, дискретные торы и др. В работе получены формулы для числа порождающих 
деревьев t(n) графа Hn в терминах полиномов Чебышева, изучены аналитические и арифметические 
свойства этой функции и найдена её асимптотика при n → ¥.
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Сложность t t= ( )G , или число порождающих 
деревьев связного конечного графа G, является его 
важным инвариантом. Различные подходы к вычис-
лению сложности даны в работах [1–3]. В случае, 
когда рассматривается бесконечное семейство гра-
фов G nn, ,∈  указанное число задаёт функцию 
сложности семейства t t( ) = ( )n Gn . Во многих ситу-
ациях, в частности в статистической физикe [4–7], 
важно знать поведение функции t( )n  при доста-
точно больших значениях n.

Цель данного сообщения —  изучить аналитичес-
кие и арифметические свойства функции сложности 
дискретных расслоений Зейферта Hn и найти её 
асимптотику.

1. ОСНОВНЫЕ ОПРЕДЕЛЕНИЯ

Рассмотрим конечный, связный граф G, допус-
кающий кратные рёбра, но не имеющий петель. 
Обозначим через V(G) и E(G) соответственно мно-

жество вершин и рёбер графа G. Матрица 
A A G au u V G= ( ) ={ } ,, ( ),υ υ∈  где auv —  число рёбер между 

u и v, называется матрицей смежности графа G. Обо-
значим через dv валентность вершины v ∈V G( )  
и рассмотрим диагональную матрицу D D G= ( )  
с  э л е м е н т а м и  d dvv v= .  М а т р и ц а 
L L G D G A G= ( ) = ( ) ( )−  называется матрицей Лап-
ласа или лапласианом графа G.  Пусть 
X x V G={ , ( )}v v ∈  —  множество независимых пере-
менных, а D X x V G( ) = { , ( )}diag v v ∈  —  образованная 
ими диагональная матрица. Обобщённым лапласи-
а н о м  г р а ф а  G  н а з о в ё м  м а т р и ц у 
L G X D X A G( , ) = ( ) ( ).−  В частном случае x dv v=  
имеем L G X L G( , ) = ( ).

Порождающим или остовным деревом графа G  
называется связный подграф, не имеющий циклов 
и содержащий все вершины графа. Сложностью
t t= ( )G  графа G называется число его порождающих 
деревьев. Классическая теорема Кирхгоффа утверж-
дает, что t( )G  равно произведению всех ненулевых 
собственных значений лапласиана L G( ),  поделён-
ному на число вершин графа G.

Пусть s s sk1 2, , ,  —  целые числа, такие, 

что 1 < < <
2

.1 2≤ ≤s s s
n

k Циркулянтным графом
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C s s sn k( , , , )1 2   на n вершинах 0,1, , 1 n −  называется 
граф, у которого вершина i i n, 0 1≤ ≤ −  смежна вер-
шинам i s i s i s nk± ± ±1 2, , , ( ). mod  Все вершины 

графа имеют чётную валентность 2k. При s
n

k =
2

 

граф имеет кратные рёбра.

Пусть H —  связный конечный граф нa вершинах 
v v v1 2, , , . m  Припишем каждой вершине vi цирку-
лянтный граф G C s s si n i i i ki

= ( , , , ).,1 ,2 ,  Дискретным 

расслоением Зейферта H H G G Gn n m= ( , , , )1 2   над H 
со слоями G G Gm1 2, , ,  называется граф с вершинами 
{( , ), =1, 2, , =1, 2, , }.k k n i miv  ,  При этом вер-
шины ( , )k iv  и ( , )k jv  соединены ребром, если vi 
и vj соединены ребром в H, а при фиксированном i 
вершины ( , ), =1, 2,k k niv , ,  образуют граф 
C s s sn i i i ki

( , , , ),,1 ,2 ,  в котором ( , )k iv  смежна верши-

нам ( , ), ( , ), ,( , ), ( ).,1 ,2 ,k s k s k s ni i i i i ki i± ± ±v v v mod  

Частные случаи этой конструкции, а именно обоб-
щенные графы Петерсена, I-графы, Y-графы, H-
графы, дискретные торы и сандвичи циркулянтных 
графов изучены в работах [7–12].

2. ФОРМУЛЫ ДЛЯ ЧИСЛА 
ПОРОЖДАЮЩИХ ДЕРЕВЬЕВ

Пусть H H G G Gn n m= ( , , , )1 2   —  дискретное рас-
слоение Зейферта над графом H со слоями 
G C s s s i mi n i i i ki

= ( , , , ), =1, 2, , .,1 ,2 ,   Обозначим 

через di  валентность i-й вершины графа H. 
Рассмотрим обобщённый лапласиан L H X( , )  
графа H от переменных X x x xm=( , , , ),1 2   где 

x s d T wi i ki i
p

ki

si p
= 2 2 ( ),,

=1 ,
+ − ∑  а T ws ( )  —  полином Чебы-

шева первого рода. Положим Q w L H W( ) = ( ( , )).det  
Отметим, что Q w( )  —  полином степени 
s s sk k m km1, 2, ,1 2

+ +…  с целочисленными коэффициен-
тами.

Следующая лемма устанавливается прямыми вы-
числениями.

Л е м м а  1. Старший член полинома Q w( )  равен 

( 1) 2 ,− ⋅m s  г д е  s s
i

m

i ki
= .

=1
,∑  К р о м е  т о г о , 

Q Q q H(1) = 0, (1) = 2 ( ) 0,′ − ≠τ  где q s
i

m

j

ki

i j= ,
=1 =1

,
2∑∑  а 

t( )H  — число порождающих деревьев в графе H .
Основной результат данной секции составляет 

следующая
T е о р е м а  1. Число порождающих деревьев 

в графе H G G Gn m( , , , )1 2   даётся формулой

τ
τ

( ) =
( )

| 2 ( ) 2 |,
=1

1

n
n H

q
T w

p

s

n p

−

∏ −

где s s s s w p sk k m k
m

p= , , =1, 2, , 11,
1

2,
2

,+ + −… … ,  —  все 

отличные от единицы корни алгебраического уравнения 
Q w( ) = 0.  При этом t(H) —  число порождающих де-

ревьев в графе H q s
i

m

j

ki

i j, = ,
=1 =1

,
2∑∑  a T wn( )  —  полином 

Чебышева первого рода.

Наметим доказательство теоремы 1. Используя 
аргументы из доказательства теоремы 1 из [10], 
имеем

 τ τ( ) =( 1) ( )
( ) 1

1
.( )( 1)

=1

1

n n H
T w

w
m s n

j

s
n j

j

−
−

−
+ −

−

∏  (1)

Полученная формула позволяет установить по-
лезное следствие.

Л е м м а  2 .  Число порождающих деревьев t( )n  
кратно n Ht( ).

Для доказательства леммы достаточно заметить, 
что произведение в правой части формулы (1) равно 
результанту двух целочисленных полиномов 

f
Tn

( ) =
2 2

2
2

ζ

ζ

ζ

+





−
 и g Q g( ) = 1 2

2
, (0) 0ζ

ζ
ζ +





≠  

и, следовательно, является целым числом.

Для доказательства теоремы 1 воспользуемся ра-
венством

 τ
τ

( ) =
( ) | ( ) 1|

| 1|
.=1

1

=1

1n
n H T w

w

n j
j

s

j
j

s

−

−

∏

∏

−

−

По лемме 1 многочлен Q w( )  имеет старший ко-
эффициент a m s

0 =( 1) 2 .− ⋅  При этом Q(1) = 0,  

′ −Q q(1) = 2  и | 1 | = | 1 (1) |=
2

.
=1

1

0
1w

a
Q

q
j

j

s

s
− ′

−

−∏
Используя полученные равенства, завершим до-

казательство.

3. АРИФМЕТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА 
ФУНКЦИИ СЛОЖНОСТИ И ЕЁ 

АСИМПТОТИКА
В серии предыдущих работ авторов [9–11] было 

замечено, что для многих семейств графов число 
порождающих деревьев даётся формулой 
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t( ) = ( ) ,2n pna n  где a n( )  —  некоторая целочисленная 
последовательность, а p —  предписанная константа, 
зависящая от чётности n. Цель настоящего раздела —  
установить этот факт для дискретных расслоений 
Зейфeрта.

Напомним, что каждое целое положительные 
число p однозначно представляется в виде p qr= ,2  
где p и q — целые числа, а q —  свободно от квадратов. 
Мы будем называть q свободной от квадратов частью 
числа p.

T е о р е м а  2. Пусть число t( )H  —  число порож-
дающих деревьев графа H, а q —  свободная от квад-
ратов часть числа Q( 1).−  Тогда существует целочис-
ленная последовательность a n( )  такая, что

1) t t( ) = ( ) ( ) ,2n n H a n  если n нечётно,

2) t t( ) = ( ) ( ) ,2n n H qa n  если n  чётно.

Из общих свойств циклических накрытий [13] 
следует, что спектр оператора Лапласа графа Hn  
распадается на n групп λ λ λ1, 2, ,, , , , =1,2, , ,j j m j j n   
в  к а ж д о й  и з  к о т о р ы х  в ы п о л н е н о  р а - 
венство λ λ λ ε1, 2, , = ( )j j m j n

jP , где ε π
n

i ne= 2 / , а 

P z Q z
z

( ) = 1
2

1+












.  По формуле (12) из [13] 

имеем n n H j j m j
j

n

τ τ λ λ λ( ) = ( ) .1, 2, ,
=1

1



−

∏ Отметим, что 

P Pn
j

n
n j( ) = ( ).ε ε −  Определим c n

j

n

j j m j( ) = ,
=1

1
2

1, 2, ,

−

∏λ λ λ  

если n нечётно и d n
j

n

j j m j( ) = ,
=1

2
1

1, 2, ,

−

∏λ λ λ  если n   чётно. 

Следуя [14], заметим, что каждое алгебраическое 
число λi j,  входит в указанные произведения вместе 
со всеми своими галуа-сопряжёнными элементами. 
Поэтому c n( )  и d n( )  —  целые числа. Более 
т о г о ,  е с л и  n  —   ч ё т н о е ,  м ы  и м е е м 
λ λ λ

1,
2

2,
2

,
2

= ( 1) = ( 1).n n m n P Q − −  Ниже (см. замечание 

1) будет показано, что это число всегда целое.

Таким образом, получим n n H c nt t( ) = ( ) ( ) ,2  если 
n —  нечётно, и n n H Q d nτ τ( ) = ( ) ( 1) ( ) ,2−  если n  —  
чётно. Пусть Q pr( 1) = ,2−  где p —  свободно от квад-
ратов. Тогда

1) 
τ
τ
( )
( )

= ( ) ,
2

n
n H

c n
n







 если n  нечётно;

2) 
τ
τ
( )
( )

=
( )

,
2

n
n H

p
rd n

n






 если n  чётно.

По лемме 2 отношение 
t
t
( )
( )
n

n H
 —  целое число. 

Отсюда величины под квадратами в 1) и 2) также 

целые числа. Полагая a n
c n

n
( ) = ( )

 в первом случае и 

a n
rd n

n
( ) =

( )
 —  во втором, завершим доказательство 

теоремы.

З а м е ч а н и е  1. Обозначим через ti  количество 
н е ч ё т н ы х  ч и с е л  в  п о с л е д о в а т е л ь н о с т и  
s s si i i ki,1 ,2 ,, , , .  Тогда Q L H W( 1) = ( , ),− det  где 

W d t d t d tm m=( 4 , 4 , , 4 ).1 1 2 2+ + +  Действительно, 

W w w wm=( , , , ),1 2   где w k d T wi i i
j

ki

si j
= 2 2 ( ).

=1 ,
+ − ∑  

П о с к о л ь к у  Ts
s( 1) =( 1) ,− −  и м е е м 

w d d ti i
j

ki
si j

i i= 4 1 ( 1)
2

= 4 .
=1

,

+ − − +∑
Используя технику, разработанную авторами в [9, 

11, 13], имеем следующий результат.

T е о р е м а  3. Пусть gcd ,( , =1, 2 , ,,s i mi p   
p ki=1 2 , ) =1., , Тогда число порождающих деревьев 
t( )n  в графе Hn  имеет следующую асимптотику

τ( ) , ,n
n
q

A nn
 →¥

где q s
i

m

p

ki

i p=
=1 =1

,
2∑∑  и A Q t dt= | ( 2 ) | .

0

1

exp log cos π∫










4. ПРИМЕРЫ

Отметим, что все приведённые выше теоремы 
сформулированы в терминах полинома Q w( ).  В сле-
дующих примерах указанный полином описывается 
явным образом.

1 .  Ц и р к у л я н т н ы й  г р а ф  C s s sn k( , , , ).1 2   
Рассмотрим классический циркулянтный граф 
G C s s sn k= ( , , , )1 2   как расслоение H Gn( )  над одно-
точечным графом H ={ }1v  со слоем G. В этом случае 

d L H X x1 1= 0, ( , ) =( )  и  Q w k T w
p

k

sp
( ) = 2 2 ( ).

=1
− ∑  

Утверждения, соответствующие установленным 
выше теоремам, для этого случая получены ранее 
в работе [10].

2 .  О б о б щ ё н н ы й  г р а ф  П е т е р с е н а 
GP n k( , )  и  I - г р а ф  I n k l( , , ). Пусть H —  линейный 
граф на двух вершинах G C kn1 = ( )  и G C ln2 = ( ). Тогда 
I n k l H G Gn( , , ) = ( , )1 2  и GP n k I n k( , ) = ( , ,1). При этом 
Q w T w T wk l( ) =(3 2 ( ))(3 2 ( )) 1.− − −  Сложность графов 
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GP n k( , )  и I n k l( , , )  исследована в работах [9] и [11] 
соответственно.

3 .  С э н д в и ч  и з  m  ц и р к у л я н т н ы х  г р а -
ф о в . Рассмотрим линейный граф H на m вершинах. 
Тогда H G G Gn m( , , , )1 2   представляет сэндвич из 
циркулянтных графов G G Gm1 2, , , .  Здесь d dm1 = =1 
и d i mi = 2, = 2, , 1. −  Положим

D x x x
x

x

x

m

m

( , , , ) =
1 0 0 0 0

1 1 0 0 0

0 0 0 1 1
0 0 0 0

1 2

1

2

1

…
…
…

� � �
…
…

=

−
− −

− −
−

−

det

11

.

xm























Непосредственными вычислениями устанавли-
вается, что имеет место рекуррентное соотношение

D x x x x D x x D x xm m m( , , , ) = ( , , ) ( , , )1 2 1 2 3  −

с начальными условиями D(x1) = x1, D(x1, x2)  =
= 1.1 2x x −  Тогда  Q w D w w wm( ) = ( , , , ),1 2   где 

w k d T wi i i
j

ki

si j
= 2 2 ( ).

=1 ,
+ − ∑  Заметим, что случай m =1  

соответствует циркулянтному графу, рассмотрен-
ному выше, а случай m = 2  изучен ранее в [8].

4 .  О б о б щ е н н ы й  Y - г р а ф . Введём в рас-
смотрение обобщённый Y -граф Y Y G G Gn n= ( , , ),1 2 3  
где G C s s s ii n i i i ki

= ( , , , ), =1, 2, 3.,1 ,2 ,  Для по-

строения Yn  рассмотрим граф H, имеющий четыре 
вершины v v v v1 2 3 4, , ,  и три ребра v v v v v v1 4 2 4 3 4, , .  
Пусть G Cn4 = ( )f  —  вырожденный циркулянтный 
граф, состоящий из n изолированных вершин. Тогда, 
по определению, положим Y H G G G Gn n= ( , , , ).1 2 3 4  
В частном случае G C k G C ln n1 2= ( ), = ( ), и G C mn3 = ( ),  
граф Yn  совпадает с Y-графом Y n k l m( ; , , ),  опреде-
л е н н ы м  р а н е е  в  [ 1 2 ] .  То г д а ,  п о л а г а я 

A w k T wi i
j

ki

si j
( ) = 2 1 2 ( ),

=1 ,
+ − ∑  имеем

Q w A w A w A w A w A w
A w A w A w A w

( ) = 3 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ).

1 2 3 1 2

1 3 2 3

− −
− −

5 .  О б о б щ ё н н ы й  Н - г р а ф . Обобщённый 
H-граф GHn  определим следующим образом. 
В качестве H  выберем граф с вершинами 
v v v v v v1 2 3 4 5 6, , , , ,  и рёбрами v v v v v v v v v v1 5 5 3 2 6 6 4 5 6, , , , .  
Положим GH H G G G G G Gn n= ( , , , , , ),1 2 3 4 5 6  где 

G C s s s ii n i i i ki
= ( , , , ), =1, 2,3, 4,,1 ,2 ,  а G Cn5 = ( )f  и 

G Cn6 = ( )f  —  вырожденные циркулянтные графы 
н а  n  в е р ш и н а х .  В  ч а с т н о м  с л у ч а е 
G C i G C j G C k G C ln n n n1 2 3 4= ( ), = ( ), = ( ), = ( )  имеем 
граф H n i j k l( ; , , , ),  изученный ранее в работе [12]. 
Тогда 

Q w A w A w A w A w

A w A w A w

( ) = ( ) ( ) ( ) ( )

3 1
( )

1
( )

3 1
( )

1
1 2 3 4

1 2 3

×

× − −






− −

AA w4( )
1 ,







−











где полиномы A wi ( )  те же, что и выше.

6 .  Д и с к р е т н ы й  т о р  T C Cn m n m, = .×  Заме-

тим, что T H C Cn m n n n
m

, = ( , , ),…
� �������� ��������

 где H Cm= ,  а 

C Cm m= (1)  —  циклический граф на m вершинах. 
Обобщённая матрица Лапласа графа Tn m,  от пере-

менных X x x
m

=( , , )…� ������ ������  имеет вид

L H X

x
x

x

( , ) =

1 0 0 1
1 1 0 0

1 0 0 1

.

− −
− −

− −



















…
…

� � �
…

При этом L H X( , ) является (m × m) циркулянтной 
матрицей с  собственными значениями 

µ π
j x

j
m

j m= 2 2 , = 0,1 , 1.−






−cos ,

О т с ю д а  det L H X T x
j

m

j m( , ) = = 2 ( / 2) 2
=0

1−

∏ −µ  

и Q(w) = = 2 (2 ) 2.T wm − −
7 .  П р я м о е  п р о и з в е д е н и я  C Hn × ,  г д е 

H  —   р е г у л я р н ы й  г р а ф . Пусть H —  связный 
d-регулярный граф и Cn  —  циклический граф на n 
вершинах. Прямое произведение графов C Hn ×  
может быть отождествлено с расслоением 
H H C Cn n n n

m

= ( , , ).…
� �������� ��������

 Для  X x x
m

=( , , )…� ������ ������  имеем 

L H X xI A Hm( , ) = ( ).−  Отсюда, detL H X( , ) совпадает 
с характеристическим полиномом χH x( )  графа H. 
В результате имеем Q w d wH( ) = (2 2 ).χ + −  В част-
ности, Q dH( 1) = (4 ).− +χ
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In the present paper, we study the complexity of an infinite family of graphs  Hn = Hn(G1, G2, ..., Gm) that are 
discrete Seifert foliations over a graph H on m vertices with fibers G1, G2, ..., Gm. Each fiber Gi = Cn(si,1, si,2, ..., si,ki

) 
of this foliation is the circulant graph on n vertices with jumps  si,1, si,2, ..., si,ki. The family of discrete Seifert 
foliations is sufficiently large. It includes the generalized Petersen graphs, I-graphs, Y-graphs, H-graphs, sandwiches 
of circulant graphs, discrete torus graph and others. We obtain a closed formula for the number t(n) of spanning 
trees in Hn in terms of Chebyshev polynomials, investigate some arithmetical properties of this function and find 
its asymptotics as n → ¥.

Keywords: complexity of graph, circulant graph, cyclic covering, spanning tree, graph spectrum.


