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Пусть M+  — множество всех неотрицательных 
измеримых по Лебегу функций на + :=[0, )¥ ,  а 

M M↓ +⊂  и M M↑ +⊂  —  конусы всех невозрастаю-
щих и неубывающих функций соответственно. При 
v ∈ +M  и 0 < <p ¥  определим весовое пространство 
Лебега
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Пусть ядро k: [0, ) [0, )2¥ ¥→  —  борелевская 
функция, удовлетворяющая условию Ойнарова [1]: 
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где константа D ≥1 не зависит от переменных x z y, , . 
Не ограничивая общности, будем считать, что 
функция k x y( , )  неубывающая по переменной x 
и невозрастающая по переменной y, поскольку из 
(1) следует, что
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где константы эквивалентности зависят только от D, 
поэтому для наших целей k x y( , )  всегда можно за-

менить на ядро k x y0( , ) , обладающее этими свой-
ствами (см. [2, замечание 1.18]).

Пусть 1 , , <1 2≤ p p q ¥  и v v w1 2, , .∈ +M  В работе 
рассматривается задача о характеризации билиней-
ного неравенства
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где константа C не зависит от функций f и g и пола-
гается наименьшей из возможных, а операторы 
имеют вид
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Аналогичная задача имеет смысл для любой пары 
из четырёх операторов R R ii i, , =1, 2,∗  где
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Данная задача с интегральными операторами 
Харди, т.е. когда ki ≡1,  изучалась в [3] как дополне-
ние к некоторым результатам о мультилинейных 
неравенствах [4, 5]. Более простое доказательство 
результатов [3] предложено в [6]. Для операторов 
Харди–Стеклова этот случай рассмотрен в [7]. Би-
линейные весовые неравенства с операторами Воль-
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терра R1 и R2  изучены в [8], причём в случае 
1< < ( , )1 2q p pmin  результат получен редукционным 
методом, использующим вспомогательную 
функцию.

Аналогичная задача на конусах монотонных 
функций изучалась в работах [9–15].

При изучении билинейных весовых неравенств 
основным является редукционный метод, цепочкой 
сводящий искомое неравенство к неравенствам 
с операторами итерационного типа, поэтому от ка-
чества характеризации последних зависит прозрач-
ность окончательного результата. В связи с этим 
в работе сначала получен явный критерий ограни-
чености квазилинейных интегральных операторов 
с ядрами Ойнарова в весовых пространствах Лебега 
на полуоси (раздел 1). Основной результат сообще-
ния содержится в разделе 2.

Всюду в работе произведения вида 0 ⋅¥  полага-
ются равными нулю. Соотношение A B  означает 
A cB≤  с константой c, зависящей только от пара-

метров суммирования и D; A B≈  равносильно 

A B A  . Если 1< < ,p ¥  то ′
−

p
p

p
:=

1
.  Конс-

танты C в неравенствах типа (3) и других полагаются 
наименьшими из возможных и могут быть различ-
ными в разных местах.

1. ИТЕРАЦИОННЫЕ ОПЕРАТОРЫ
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В этом разделе решена задача об ограниченности 
квазилинейного интегрального оператора итераци-
онного вида
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а именно, найден явный критерий выполнения не-
равенства
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выполнены соотношения:
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2. ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ БИЛИНЕЙНОГО 
НЕРАВЕНСТВА

Случай 1< ( , ) <1 2min p p q≤ ∞  неравенства (2) был 
решён в явном виде в работе [8], а для случая 
1< < ( , )1 2q p pmin  доказана редукционная теорема. 
Используя теорему 1, мы дополняем этот случай 
явным критерием.

Пусть V t v V t v ii

t

i

pi
i

t
i

pi( ) := , ( ):= , =1, 2;
0

1
*

1
∫ ∫

− ′
∞

− ′

2,
0

2
2

2
1 2( ) := ( , ) ( ) , 1 := 1 1 , =1, 2.k

t
p p

i i

t k t y v y dy
r q p

i∫ ′ − ′ −

Для наименьшей константы С в неравенстве (2) 
запишем

C g

R f R g w

fg
p v

f

q
q

p

=
[ ]

0
,

1

0

0
1
*

2

1

1,
2 2

≠ ∈ +

−

≠ ∈ +

∞

∫







M M

sup sup 

  vv

g
p vg g

1

0
,

1

=:

=: ( ).
2 2

≠ ∈ +

−

M

sup   

Пусть 1< < ( , ).1 2q p pmin  Для фиксированного 
g ∈ +M , применяя теорему 1.2 из [1] (см. также [2, 

§1.3]), получим

  ( ) ( ) ( ),1 2g g g≈ +

где

1
1

0 0
1 2

1

1*

1

( ) := ( , )( ( )) ( )

(

r
y

q q

r

q

r

q

g k y x R g x w x dx

V y

∞

′

∫ ∫








 ×

× )) ( ) ,1
1 1v y dyp− ′

2
1

0 0
2

1

1

1* 2( ) := ( ) ( )( ) ( )r
y

q

r

p
qg R g w K y R g w y dy

∞

∫ ∫








 ,

K y k s y v s ds
y

p p

r

p

1* 1
1

1
1 1

1

1
( ) := ( , ) ( ) .

∞
′ − ′

′

∫










Не ограничивая общности, будем считать, что 

K1* ∈ ↓M  и K y d K
y1* [ , ) 1*( ) = ( ).

∞∫ −  Тогда

2
0 0

2 1*
1

1

( ) ( ) ( ( ))r
y

q

r

q

g R g w d K y≈








 −

∞

∫ ∫ ,

откуда C ≈ +  , где

 := ( ); := ( )
0

2, 2

1
1

0
2, 2

1
2

≠ ∈ +

−

≠ ∈ +

−

g
p v

g
p vg g g g

M M

sup sup .� � � � �

Для оценки функционалов   используем тео-
рему 1

(а1) пусть 
1 1 1

1 2q p p
≤ +  (т.е. 1< < 2 1q p r≤ ), тогда

   ≈ +1 2,  (8)



 О БИЛИНЕЙНЫХ ВЕСОВЫХ НЕРАВЕНСТВАХ... 419

ДОКЛАДЫ  АКАДЕМИИ  НАУК том 486 № 4 2019

1
>0

1*

1

1

0
2 1

2

:= ( ) ( , ) ( , ) ( )
t

p
t

x

t
q q

r

q

V t k t y k y x w y dy dsup
′

∫ ∫








 VV x

r

p

r

2

2

2

1

2

( )
′

















+

+






−′

∞

∫ ∫
t

p

t t

x
q q

r

q

V t k y t k x y w y dy d V
>0

2

1

2 1

1

1*
2 ( ) ( , ) ( , ) ( )sup

rr

p

r

x
1

1

1

( )

1

′




























;

2
>0

1*

1

0
1

2

2,

2

:= ( ) ( , ) ( )1

t

p
t

x

t
q

r

q

k

r

pV t k y x w y dy dsup ′ ′∫ ∫






 22

1

2

( )x

r















+

+






−′

∞
′∫ ∫

t
k

p

t t

x
q

r

q
r

pt k x y w y dy d V
>0

2,

1

2
1

1

1*

1

1( ) ( , ) ( ) (sup xx

r

)

1

1



























;

(d1) при 
1 > 1 1

1 2q p p
+  (т.е. 1< < < ),1 := 1 1

1 2
1 2

q r p
s r p

−  

имеем

  ≈ +F F F1 2 =: ,  (9)

F1
0 0

2 1

2

2

2

2:= ( , ) ( , ) ( ) ( )
∞

′
∫ ∫ ∫















 t

x

t
q q

r

q

r

p
k t y k y x w y dy dV x











−





















+
′

s

r s

p

s

d V t

2

1*
1

1

( ( ))

+








 −





∞ ∞
′

∫ ∫ ∫
0

2 1

1

1*

1

1( , ) ( , ) ( ) ( ( ))
t t

x
q q

r

q

r

p
k y t k x y w y dy d V x

































′

s

r s

p

s

dV t

1

2
2

1

( ) ,

F2
0 0

1

2

2,

2

2:= ( , ) ( ) ( )
∞

′∫ ∫ ∫

























t

x

q
q

r

q

k

r

pk y x w y dy d x


−





















+′

s
r

s
p

s

d V t

2

1*
1

1

( ( ))

+








 −

















∞ ∞
′∫ ∫ ∫

0
1

1

1*

1

1( , ) ( ) ( ( ))
t t

q
q

r

q
r

pk x y w y dy d V x

ss
r

k

s
p

s

d t

1

2,
2

1

( ) .
′




















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Т е о р е м а  2. Пусть 1< < ( , )<1 2q p pmin ¥  и 
1 := 1 1 , =1, 2.
r q p

i
i i

−  Тогда для наилучшей константы С 

в неравенстве (2) выполнены соотношения

(i) 
1 1 1

1 2q p p
≤ + , тогда C ≈ + , где  ,  определены 

в (8) и (10);

(ii) 
1 > 1 1

1 2q p p
+  и 

1 := 1 1 ,
1 2s r p

−  тогда C ≈ +F F,  где 

F F,  определены в (9) и (11).
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