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В настоящее время методы вариационного усво-
ения данных наблюдений стали универсальным 
и перспективным инструментом для решения задач 
мониторинга и анализа состояния природной среды 
с целью исследования глобальных изменений (см., 
например, [1–5]). Задачи вариационного усвоения 
данных могут быть сформулированы как задачи 
оптимального управления для поиска неизвестных 
параметров модели (начальные и граничные 
условия, источники, распределённые коэффициенты 
и т.п.) на основе минимизации функции стоимости, 
связанной с наблюдениями. Необходимое условие 
оптимальности сводит задачу оптимального управ-
ления к системе оптимальности, которая включает 
в себя уравнения модели, сопряжённую задачу 
и функции входных данных. Оптимальное решение 
зависит от данных наблюдений, которые могут со-
держать неопределённости, и для прогнозов очень 
важно исследовать чувствительность оптимального 
решения и его функционалов по отношению 
к ошибкам наблюдений.

Первые исследования чувствительности функций 
отклика после ассимиляции по отношению к пара-
метрам модели были выполнены в [6] с использо-
ванием сопряжённых уравнений второго порядка 
для вариационной задачи ассимиляции данных 
с целью восстановления начального состояния. 
Уравнения для расчёта чувствительности прогноза 
к наблюдениям в четырёхмерной (4D-Var) ассими-
ляции данных были получены в [7] для конечномер-
ного случая.

Чувствительность оптимального решения задач 
вариационного усвоения данных связана с его статис-
тическими свойствами (см. [8–11]). В последние годы 
растёт интерес к совместной оценке начального со-
стояния и параметров с использованием 4D-Var (см., 
например, [12]). В настоящем сообщении обобщены 
результаты авторов [13, 14] и представлен анализ чув-
ствительности функционалов к ошибкам наблюдений 
при вариационном усвоении данных с целью одно-
временного восстановления неизвестных параметров 
и начального состояния динамической модели.

1. ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим математическую модель физического 
процесса, описываемого с помощью нелинейной 
эволюционной задачи вида
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где u X Yb b p∈ ∈, λ  —  функции начального прибли-

жения, ϕobs obs∈Y  —  функция данных наблюдений, 
Yobs  —  гильбертово пространство наблюдений, 
C Y Y: obs→  —  линейный ограниченный оператор 
наблюдений, V X X V Y Yp p1 2,: :→ →  и V Y Y3: obs obs→  —  
симметричные положительно определённые огра-
ниченные операторы.

Рассмотрим следующую задачу об усвоении дан-
ных наблюдений с целью отыскания начального 
значения u  и параметра l: при заданных 
f Y Y∈ ∈, ϕobs obs,  u X Yb b p∈ ∈, λ  найти u X Yp∈ ∈, λ  и 
ϕ ∈Y  такие, что выполнено (1), и на множестве 
решений (1) функционал J u( , )l  достигает наимень-
шего значения, т.е.
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В предположении существования решения задачи 
(3), необходимое условие оптимальности приводит 
к системе оптимальности [1, 2, 15]:
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Здесь ′ → ′ →F Y Y F Y Ypϕ λϕ λ ϕ λ( , ) , ( , ): :  —  произ-

водные Фреше от F по j и l, соответственно, а C *  —  
оператор, сопряжённый к C и определяемый равен-
ством ( , ) =( , ) , ,*C C Y YY Yϕ ψ ϕ ψ ϕ ψ

obs obs∈ ∈ .
Предположим, что система оптимальности 

( 4 ) – ( 7 )  и м е е т  е д и н с т в е н н о е  р е ш е н и е 
ϕ ϕ λ, , ,* ∈ ∈ ∈Y u X Yp,, и исследуем чувствительность 
функционалов от оптимального решения по отно-
шению к ошибкам данных наблюдений jobs .

2. ЧУВСТВИТЕЛЬНОСТЬ ФУНКЦИОНАЛОВ 
К ДАННЫМ НАБЛЮДЕНИЙ

Во многих приложениях данные наблюдений 
известны с погрешностями, и поэтому важно оце-
нить влияние неопределённостей в наблюдениях на 
результаты модели после ассимиляции. Интерес 
представляют функции отклика как функционалы 
от оптимального решения.

Введём функцию отклика G u( , , )ϕ λ ,  которая 
предполагается вещественнозначной и может рас-
сматриваться как функционал на Z Y X Yp= × × . Нас 

интересует чувствительность G по отношению к jobs  
после того, как j, u  и l получены из системы опти-
мальности (4)–(7). Чувствительность определяется 
градиентом функционала G по jobs :
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Пусть δϕobs  —  вариация jobs, тогда получаем из 
(4)–(7) систему в вариациях:
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где δϕ , δϕ* , δλ δ, u  —  решение (9)–(12).

Те о р е м а  1. Пусть P P Y P Y P Xp1 2 3 4, , ,∈ ∈ ∈  —  
решения следующей системы уравнений:
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где ϕ ϕ λ, , ,* ∈ ∈ ∈Y u X Yp  —  решение системы опти-
мальности (4)–(7). Тогда градиент функционала G по 
jobs  определяется по формуле

 dG
d

V CP
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Мы получаем связанную систему двух диффе-
ренциальных уравнений (14) и (15) первого порядка 
по времени с дополнительными условиями (16), (17). 
Для исследования этой нестандартной задачи (14)–
(17) с взаимозависимыми начальными условиями 
для P P1 2, , мы сводим её к одному операторному урав-
нению, включающему гессиан исходной функции 
стоимости.

Введём оператор управления [15] : X Yp× →
→ X × Yp, определенный на U w v X YT

p=( , ) ∈ ×  после-
довательным решением следующих задач:
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где l, u, j, j* —  решение системы оптимальности 
(4)–(7). Нетрудно убедиться [15] в том, что (14)–(17) 
эквивалентна следующему уравнению в X Yp× :

 H FU =  (22)

с некоторой  ∈ ×X Yp .

Легко видеть, что оператор , определённый 
равенствами (19)–(21), является гессианом исход-
ного функционала J, рассматриваемого на опти-
мальном решении u, l задачи (4)–(7): ′′J u( , ) =λ .  
В предположении, что   положительно определён, 
уравнение (22) корректно и везде разрешимо в 
X Yp× , т.е. для каждого  ∈ ×X Yp  существует един-

ственное решение U X Yp∈ ×  и справедлива апри-
орная оценка

   U c cX Y p X Y p× ×≤  , = > 0.const

Таким образом, исследование разрешимости не-
стандартной задачи (14)–(17) сводится к исследо-
ванию уравнения (22).
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Те о р е м а  2. Градиент функционала G определя-
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и полагаем
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2) находим U w v T=( , )  как решение уравнения

H FU =

с гессианом функции стоимости J, определённым ра-
венствами (19)–(21);

3) для U w v T=( , )  решаем прямую задачу
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4) вычисляем градиент по формуле

 dG
d

V CP
jobs

= .3 2  (25)

Последняя формула позволяет оценить чувстви-
тельность функций отклика, связанных с оптималь-
ным решением после ассимиляции, по отношению 
к данным наблюдений. Численный анализ алго-
ритма в случае оценки параметров проведён в [14] 
для задачи вариационного усвоения данных в модели 
термодинимики Балтийского моря.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

В настоящей работе предложен численный алго-
ритм для исследования чувствительности функци-
оналов от оптимального решения задачи вариаци-
онного усвоения данных с целью восстановления 
неизвестных параметров и начального состояния 
модели. Оптимальное решение, полученное в ре-
зультате ассимиляции, зависит от наблюдений, ко-
торые могут содержать погрешности. Вычисление 
градиента функционалов по наблюдениям сводится 
к решению нестандартной задачи, которая пред-

ставляет собой систему, включающую прямые и со-
пряжённые уравнения с взаимозависимыми пере-
менными. Разрешимость нестандартной задачи 
связана со свойствами гессиана исходной функции 
стоимости. Разработан алгоритм вычисления гра-
диента функции отклика. Представленный алгоритм 
может быть использован для определения подоб-
ластей, в которых функции отклика оптимального 
решения наиболее чувствительны к ошибкам в на-
блюдениях при вариационном усвоении данных.
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SENSITIVITY OF FUNCTIONALS OF VARIATIONAL 
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The problem of  variational data assimilation for a nonlinear evolutionary model is formulated as an optimal 
control problem to find simultaneously unknown parameters and the initial state of the model. The response 
function is considered as a functional of the optimal solution found as a result of assimilation. The sensitivity of 
the functional to observational data is studied. The gradient of the functional with respect to observations is 
associated with the solution of a nonstandard problem involving a system of direct and adjoint equations. On the 
basis of the Hessian of the original cost function, the solvability of the nonstandard problem is studied. An algorithm 
for calculating the gradient of the response function with respect to observational data is formulated and justified.
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