
430

ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК,  2019, том 486, № 4, с. 430–432

МЕХАНИКА

УДК 539.3+517.956

ДЕФОРМАТОРЫ ВЫСОКИХ РАНГОВ И ТЕНЗОРЫ НЕСОВМЕСТНОСТИ 
КРЁНЕРА С ДВУМЕРНОЙ СТРУКТУРОЙ ИНДЕКСОВ

Д. В. Георгиевский

Представлено академиком РАН В.В. Козловым 14.02.2019 г.

Поступило 19.02.2019 г.

Для компонент обобщённых деформаций ранга m, связанных с обобщёнными перемещениями ранга 
m - 1 аналогами кинематических соотношений Коши в  n-мерном пространстве (многомерной сплош-
ной среде) выводятся уравнения совместности (m ≥ 1, n ≥ 2). Они могут быть записаны в виде равенства 
нулю всех компонент тензора несовместности ранга m(n - 2) либо двойственного к нему обобщённо-
го тензора Римана–Кристоффеля ранга 2m. Находится число независимых компонент этих тензоров, 
совпадающее с числом уравнений совместности в терминах обобщённых деформаций.
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Вопросы совместности систем дифференциаль-
ных уравнений в частных производных, различные 
формы записи уравнений совместности и их экви-
валентность играют важную роль в постановках за-
дач механики деформируемого твёрдого тела в на-
пряжениях. Ниже для компонент деформаторов 
высоких рангов, связанных с обобщёнными пере-
мещениями аналогами кинематических соотноше-
ний Коши в n-мерном пространстве (многомерной 
сплошной среде), выводятся уравнения совмест-
ности. Они записываются в виде равенства нулю 
всех компонент тензора несовместности Крёнера 
с двумерным массивом индексов либо двойствен-
ного к нему обобщённого тензора Римана–Крис-
тоффеля.

В пространстве Rn рассмотрим систему диффе-
ренциальных соотношений
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связывающих декартовы компоненты тензора 
u m{ 1}( )- x  ранга m - 1 и тензора ε{ }( )m x  ранга m ≥ 1. 
Запятая в индексе обозначает частную производную 

по соответствующей координате. Положим массив 
ui im1 1 -

 абсолютно симметричным, т.е. симметричным 

по перестановкам любых двух индексов. Тогда со-
гласно (1) массив εi im1

, являющийся циклической 

симметричной частью градиента u m{ 1}- , также будет 
абсолютно симметричным. С учётом этих симметрий 
среди nm-1  компонент u m{ 1}-  независимых будет 
Cm n

m
+ −
−

2
1 , а среди nm  компонент ε{ }m  число независи-

мых, как и число независимых соотношений (1), 
равно Cm n

m
+ −1 .

Поставим задачу отыскания условий совмест-
ности, налагаемых на Cm n

m
+ −1  компонент ε{ }m , для 

интегрируемости системы (1) относительно Cm n
m

+ −
−

2
1  

компонент u m{ 1}- . Для m = 1 и m = 2 эта задача имеет 
хорошо известные в тензорном анализе и кинема-
тике сплошной среды решения.

Действительно, при m = 1 система (1) равно-
сильна векторному уравнению grad u{0} {1}= ε  отно-
сительно скалярного поля u{0}( )x . Условия совмес-
тности n компонент вектора ε{1}( )x  можно предста-
вить в виде равенства нулю всех компонент ротора 
ε{1} , который в n-мерном пространстве есть анти-
симметричный по любой паре своих индексов тен-
зор η ε ε{ 2} {1} {1} { 2}( ) ( )n n− −≡ Rot  ранга n - 2:
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где i in1
 — ​n-индексный символ Леви-Чивиты. 

Число b n1;  независимых уравнений (2) равно 
n n( 1) / 2- .

При m = 2 систему (1) можно записать в форме 
соотношений Коши Def u{1} {2}= ε ,  где u{1}( )x  — ​
вектор перемещений, ε{2}( )x  — ​тензор малых дефор-
маций. Совместность n n( 1) / 2+  его компо-
нент обеспечивается тождествами Сен–Венана, 
которые записываются в виде равенства нулю всех 
компонент тензора несовместности Крёнера 
η ε ε{2( 2)} {2} {2} {2( 2)}( ) ( )n n− −≡ Ink  ранга 2( 2)n - :

	 η εi i j j i i j j i j i jn n n n n n n n1 2 1 2 1 1 1 1, = 0… … … …− − − −
≡   . � (3)

Число b n2;  независимых уравнений (3) равно 

n n2 2( 1) /12-  (см., например, [1, 2]).

При m ≥ 3 в [3, 4] по аналогии с терминологией 
случая m = 2 предложено называть ε{1}  деформато-
рами высоких рангов, а связи (1) — обобщёнными 
соотношениями Коши. По той же аналогии введём 
в рассмотрение тензор несовместности Крёнера 
η ε{ ( 2)} { }( )m n m−  ранга m n( 2)-  с компонентами, име-
ющими двумерный массив индексов:
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где l = n и k = n - 1, если m нечётно; l = n - 1 и k = n, 
если m чётно.

Число независимых компонент η{ ( 2)}m n−  совпадает 
с числом независимых компонент тензора R m{2 }  
ранга 2m (при любом n), двойственного к  η{ ( 2)}m n− , 
т.е. получающегося из него свёртками с символами 
Леви-Чивиты:
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Используя свойство суммирования по n - 2 ин-
дексам
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после подстановки (4) в (5) получим
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Тензору R m{2 }  с компонентами (7) естественно 
придать смысл обобщения тензора Римана–Крис-
тоффеля, определённого в дифференциальной гео-
метрии для m = 2. Согласно (5) массив Rp q pmqm1 1

: 

а)  антисимметричен по перестановке индексов 
внутри каждой пары { , }p qi i ; б) симметричен по пе-

рестановкам самих пар { , }p qi i  и  { , }p qj j  при всех 
i j m, =1, 2 ,, . Так как число различных ненуле-
вых сочетаний в каждой из этих пар равно 
b n nn1; = ( 1) / 2- , то отмеченная симметрия оставляет 

Cm b n

m
− +1 1;

 компонент тензора R m{2 },  а следовательно, 

и тензора η{ ( 2)}m n− . Не все они являются независи-
мыми в силу тождеств Риччи (дифференциальных 
связей второго порядка, наложенных на компоненты 
деформатора). Для m = 2 этих тождеств Cn

4  и они 
записываются известным образом:

	 R R R Rp q p q p q p q p p q q p q q p1 1 2 2 1 1 2 2 1 2 2 1 1 2 1 2{ } = 0≡ + + , � (8)

где обозначение { }1 2 2q p q  соответствует взятию 
суммы по всем чётным перестановкам заключённых 
в скобках индексов.

Аналоги тождеств (8) для обобщённого тензора 
Римана–Кристоффеля R m{2 }  имеют вид

	 Rp q p q p qm m1 1 2 2{ } = 0


� (9)

и насчитывают (2 1)! / 2m -  слагаемых в левой части. 
Согласно (7), каждое из них — ​линейная комбина-
ция 2m производных m-го порядка от компонент 
деформатора. Выписывание всей структуры соот-
ношений (9) уже для m = 3 довольно громоздко. 
Тождества (9) сокращают число независимых ком-
понент тензора R m{2 }  на Cn

m2  штук. Это сокращение 
нетривиально лишь в пространствах достаточно 
высокой размерности: n m≥ 2 .

Итак, число bm n;  независимых компонент (4) тен-

зора несовместности Крёнера η{ ( 2)}m n− , а следова-
тельно, и число уравнений совместности для сис-
темы (1) 
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Выражение (9) можно представить в виде мно-
гочлена по n степени 2m, причём коэффициент 

1
2 !

1
(2 )!m m m⋅

−  при старшей его степени n m2  поло-

жителен при m ≥ 2 . Таким образом, при фиксиро-

ванном m ≥ 2  число bm n;  с ростом n растёт как n m2 ,  
в то время как число независимых компонент де-

форматора ε{ }m  растёт как nm.

Источники финансирования. Работа поддержана 
РФФИ (гранты 18–29–10085мк, 19–01–00016а).
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In n-dimensional space (multidimensional continuum) the compatibility equations are derived for the components 
of the generalized deformators of rank m which are connected with the generalized displacements of rank m - 1 
by analogues of the Cauchy kinematic relations (m ≥ 1, n ≥ 2). They may be written in form of equal to zero for 
all the components of the incompatibility tensor of rank m(n - 2) or for dual to it the generalized Riemann–
Christoffel tensor of rank 2m. The number of independent components of these tensors coinciding with the number 
of compatibility equations in terms of the generalized deformations, is obtained.

Keywords:  deformation, compatibility equations, the generalized Kroener incompatibility tensor, the generalized 
Riemann–Christoffel tensor, multidimensional continuum.


