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В последние годы стали интенсивно изучаться 
альфа-модели гидродинамики (см. [1]). В отличие 
от исходных моделей они представляют собой своего 
рода регуляризованные приближённые системы, 
которые зависят от некоторого положительного 
параметра a, причём регуляризация осуществляется 
путём некоторой фильтрации вектора скорости, 
который стоит в аргументе нелинейного члена. Для 
описания альфа-моделей рассмотрим систему урав-

нений на W × [0, T], где Ω ⊂n n, = 2, 3,  с доста-
точно гладкой границей ∂Ω  и T > 0:

 ∂ + − + ∇⋅t A PF u g xv v v vν ( , ) ( ), = 0,  (1)

 v = ( ) ; = 0,2I A u u+ ∇⋅α  (2)

в которой v, u —  неизвестные вектор-функции, 
ν > 0 —  коэффициент вязкости, a > 0 —  скалярный 
параметр, P —  проектор Лере, A = –PD —  оператор 
Стокса и F(u, v) —  некоторый билинейный диффе-
ренциальный оператор 1-го порядка по u и v. В силу 
уравнения (2) векторное поле u(t, x) однозначно 
определяется по v(t, x).

Каждая альфа–модель (1), (2) характеризуется 
своим векторным дифференциальным оператором 
1-го порядка F(u, v) = F1(u, v), …, Fn(u, v)), в котором 
компоненты F1(u, v) являются линейными комби-

нациями всевозможных операторов-мономов вида 
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i, ,  —  некоторые вещественные ко-

эффициенты. Отметим, что в представлении (3) 

мономы вида vk
x

n
j

∂ v  не используются, так как они 

не содержат компонентов “сглаженного” векторного 
поля u.

Напомним, через V обозначается множество 

v v∈{ }∞C n
0 ( ) , = 0Ω div .  Через V 0 —  замыкание V по 

норме L2(W). Альфа-модели разделены на два класса, 
в зависимости от свойств ортогональности функции 
F(u, v) к u или v в пространстве V0:

 〈 〉 ∀ ∈F u u( , ), = 0 , ( ),v vv V класс I

 〈 〉 ∀ ∈F u u u( , ), = 0 , ( ).v v V класс II

Основными характерными примерами каждого 
класса являются альфа-модель Лере с нелинейным 
оператором F(u, v) = (u ⋅ ∇)v (см. [2, 3]) и альфа-мо-
дель Навье–Стокса с нелинейным оператором 
F(u, v) = –u ⋅ (∇ ⋅ v) (см. [4]). В данной работе рас-
сматривается задача оптимального управления с об-
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ратной связью (см. [5, 6]) для альфа-моделей гидро-
динамики на примере альфа-модели Лере и альфа-
модели Навье–Стокса.

1. АЛЬФА-МОДЕЛЬ ЛЕРЕ

Рассмотрим начально-краевую задачу для несжи-
маемых сред, удовлетворяющих I классу альфа-мо-
делей (1), (2), для альфа-модели Лере:
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Приведём функциональные пространства, необ-
ходимые для формулировки основного результата. 

Через V1 обозначим замыкание по норме W2
1( )W  и 

V W V2
2
2 1= ( )Ω ∩ .  Рассмотрим шкалу про-

странств V b, b ∈ R (см. [7]). Для этого рассмотрим 
оператор Стокса A, определённый на V2. Этот опе-
ратор может быть продолжен в V0 до замкнутого 
оператора, который является самосопряжённым 
положительным оператором с компактным обрат-
ным. Пусть 0 < l1 ≤ l2 ≤ … ≤ lk ≤ … —  собственные 
значения оператора A. В силу теоремы Гильберта 
о спектральном разложении компактных операто-
ров, собственные функции {ej} оператора A образуют 
ортонормированный базис в V0. Обозначим через 
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В [7] показано, что на пространстве V b, b > 12 , 

норма ⋅
V β  эквивалентна норме ⋅

H β ( )Ω  простран-

ства Hb(W). Далее, через V -b = (V b)*, b ∈ N, мы будем 
обозначать сопряжённое пространство к V b.

Обозначим через Da: V3 → V1 оператор Da = (PI +
+ a2A). В силу [8] оператор Da обратим. Применим 
проектор Лере P: L2(W) → V 0 к обеим частям равен-
ства v = (I - a2D)u и выразим из последнего равен-

ства u: u J A=( ) =2 1 1+ − −α αv v.∆  Так как v(t) ∈V 1, по-
лучим, что u(t) ∈ V 3 при п.в. t ∈ [0, T].

Введём пространство, в котором будет  
доказана разрешимость изучаемой задачи:  

W L T V L T V L T V= (0, ; ) (0, ; ), (0, ; )2
1 0

4/3
1v v∈ ∩ ′ ∈{ }−

¥  

с нормой v v v v
W L T V L T V L T V

=
2

1 0 10 0
4/3

0( , ; ) ( , ; ) ( , ; ) .+ + ′ −
¥

Рассмотрим многозначное отображение 

Ψ: W L T V− − 2
1(0, ; )  в качестве функции управ-

ления. Будем предполагать, что Y удовлетворяет 
следующим условиям:

(Y1) Отображение Y определено на W и имеет 
непустые, компактные, выпуклые значения;

(Y2) Отображение Y полунепрерывно сверху 
и компактно;

(Y3) Отображение Y глобально ограничено;

(Y4) Y слабо замкнуто в следующем смысле: если

vl l
W{ } ⊂∞

=1
,  v1 →  v0, w1 ∈  Y(v1) и w1→w0 

в L2(0, T; V 0), тогда w0 ∈ Y(v0).

Будем предполагать, что внешние силы (управ-
ление) принадлежат образу некоторого мультиотоб-
ражения, которое зависит от скорости жидкости:

 f ∈Ψ( ).v  (6)

Сформулируем определение слабого решения 
задачи управления с обратной связью для альфа-
модели Лере (4)–(6).

О п р е д е л е н и е  1. Пара (v, f) ∈ W × L2(0, T; V -1) 
называется с л а б ы м  р е ш е н и е м  з а д а ч и  у п р а в -
л е н и я  д л я  а л ь ф а - м о д е л и  Л е р е  (4)–(6), если 
для всех j ∈ V1 при почти всех t ∈(0, T) она удовле-
творяет равенству
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условию обратной связи (6) и начальному условию 
v(0) = v0.

Для данной задачи управления альфа-модели 
Лере (4)–(6) изучается вопрос существования слабых 
решений, дающих минимум заданному ограничен-
ному и полунепрерывному снизу функционалу ка-
чества. Одним из важных является следующий ре-
зультат.

Те о р е м а  1. Пусть v0 ∈V1 и пусть отображение 
Y удовлетворяет условиям (Y1)–(Y4). Тогда задача 
управления с обратной связью для альфа-модели Лере 
(4)–(6) имеет хотя бы одно слабое решение (v, f).

Обозначим через S ⊂ W × L2(0, T; V -1) множество 
всех слабых решений задачи управления с обратной 
связью для альфа-модели Лере (4)–(6). Рассмотрим 
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произвольный функционал качества Φ Σ: ,→  удо-
влетворяющий следующим условиям:

(F1) Существует число γ такое, что F(v, f ) ≥ γ для 
всех (v, f )∈S.

(F2) Если vm  v* в W и fm → f* в L2(0, T; V -1), 
то Φ Φ( , ) ( , ).* *v vf f

m
m m≤

→¥
lim

Основным результатом для задачи управления 
с обратной связью для альфа-модели Лере является 
следующая

Те о р е м а  2. Если отображение Y удовлетворяет 
условиям (Y1)–(Y4), а функционал F удовлетворяет 
условиям (F1), (F2), тогда задача оптимального 
управления с обратной связью для альфа-модели Лере 
(4)–(6) имеет хотя бы одно слабое решение (v*, f*) 
такое, что

Φ Φ
Σ

( , ) = ( , ).* *
( , )

v v
v

f f
f ∈

inf

2. АЛЬФА-МОДЕЛЬ НАВЬЕ–СТОКСА

Рассмотрим начально-краевую задачу для несжи-
маемых сред, удовлетворяющих II классу альфа-
моделей (1), (2), для альфа-модели Навье–Стокса:
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Введём пространство, в котором будет доказа- 

на разрешимость изучаемой задачи: W = 

= (0, ; ) (0, ; ),2
0 1v ∈ ∩{ L T V L T V¥  ′ ∈ }−v L T V2
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Рассмотрим многозначное отображение Y: 

W L T V- - 2
2(0, ; )  в качестве функции управления. 

Будем предполагать, что Y также удовлетворяет 
условиям (Y1)–(Y4). Также будем предполагать, что 
внешние силы (управление) также принадлежит 
образу некоторого мультиотображения, которое 
зависит от скорости жидкости:

 f ∈Ψ( ).v  (9)

Сформулируем определение слабого решения 
задачи управления для альфа-модели Навье–Стокса 
(7)–(9).

О п р е д е л е н и е  2. Пара (v, f) ∈ W × L2(0, T; V -2) 
называется с л а б ы м  р е ш е н и е м  з а д а ч и  у п р а в -
л е н и я  д л я  а л ь ф а - м о д е л и  Н а в ь е – С т о к с а 
(7)–(9), если для всех j ∈ V 2 при почти всех t ∈ (0, 
T) она удовлетворяет равенству
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условию обратной связи (9) и начальному условию 
v(0) = v0.

Для данной задачи управления для альфа-модели 
Навье–Стокса изучается вопрос существования сла-
бых решений, дающих минимум заданному ограни-
ченному и полунепрерывному снизу функционалу 
качества. Одним из важных является следующий 
результат.

Те о р е м а  3. Пусть v0 ∈V1 и пусть отображение 
Y удовлетворяет условиям (Y1)–(Y4). Тогда задача 
управления с обратной связью для альфа-модели На-
вье–Стокса (7)–(9) имеет хотя бы одно слабое реше-
ние (v, f).

Обозначим через S ⊂ W × L2(0, T; V -2) множество 
всех слабых решений задачи управления с обратной 
связью для альфа-модели Навье–Стокса (7)–(9). 
Рассмотрим произвольный функционал качества 
Φ Σ: →R,  также удовлетворяющий условиям (F1), 
(F2). Основным результатом для альфа-модели На-
вье–Стокса является следующая

Те о р е м а  4. Если отображение Y удовлетворяет 
условиям (Y1)–(Y4), а функционал F удовлетворяет 
условиям (F1), (F2), тогда задача оптимального 
управления с обратной связью для альфа-модели На-
вье–Стокса (7)–(9) имеет хотя бы одно слабое реше-
ние (v*, f*) такое, что

Φ Φ
Σ

( , ) = ( , ).* *
( , )

v v
v

f f
f ∈

inf

Доказательство теорем 1 и 3 основано на ап-
проксимационно-топологическом методе иссле-
дования задач гидродинамики (см. монографию [8], 
обзорную статью [9], а также применение этого 
метода в задачах оптимального управления 
[10–12]). Для этого сначала переходят к оператор-
ной трактовке рассматриваемой задачи (оператор-
ному включению) в подходящих функциональных 
пространствах. Далее, в связи с тем, что зачастую 
операторы в полученном операторном включении 
не обладают необходимыми свойствами, рассмат-
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ривается задача, аппроксимирующая исходную 
(обычно это тоже операторное включение, но с опе-
раторами, обладающими требуемыми свойствами, 
и в более лучших функциональных пространствах). 
После чего на основе априорных оценок решений 
и теории степени многозначных векторных полей 
доказывается существование решения аппрокси-
мационной задачи. И, наконец, показывается, что 
из последовательности решений аппроксимацион-
ной задачи можно выделить подпоследователь-
ность, сходящуюся в некотором смысле к решению 
исходного операторного включения. После дока-
зательства разрешимости задачи управления дви-
жением жидкости показывается, что в множестве 
решений найдётся хотя бы одно решение, дающее 
минимум заданному функционалу качества 
(именно поэтому данный вид задач называют за-
дачами оптимального управления движением жид-
кости с обратной связью). Это и завершает дока-
зательства теорем 2 и 4.

Источникb финансирования. Работа выполнена 
при финансовой поддержке Министерства науки 
и высшего образования РФ (проект 14.
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The existence of optimal feedback control for the alpha-Leray model and for the alpha-Navier–Stokes model 
are proved. The existence of an optimal solution yielding the minimum of a specified bounded lower semicontinuous 
quality functional is obtained. To establish the existence of an optimal solution, the topological approximation 
method for studying problems of hydrodynamics is used.
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