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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Рассмотрим маятник, движущийся в однородном 
поле тяжести. Маятник представляет собой матери-
альную точку весом mg, закреплённую на одном из 
концов невесомого стержня длиной l. Другой конец 
стержня шарнирно соединён с вертикальным валом, 
установленным на подвижной платформе. Плат-
форма вращается вокруг вертикали, на которой рас-
положен вал, с постоянной угловой скоростью w 
и при этом ещё совершает гармонические колебания 
вдоль вертикали с частотой W и амплитудой A.

Пусть q —  угол между стержнем маятника и нис-
ходящей вертикалью, а x = wt —  независимая пере-
менная. Уравнения движения можно записать в ка-
нонической форме с функцией Гамильтона вида

 Γ = − + +1

2

1

4
22 2p b q q( cos )cos cos ,α ε τ  (1)

 α
ω

= g
2l

,  ε = A

l
,  b = Ω

ω
,  τ = Ωt.  (2)

При e = 0 приходим к хорошо известной [1] за-
даче о движении маятника на вращающейся плат-
форме. Здесь значение параметра a = 1 является 
бифуркационным: при переходе a через единицу 
происходит изменение числа положений относи-
тельного равновесия маятника и характера их устой-
чивости.

При e ≠ 0 представляют интерес периодические 
движения маятника относительно платформы. Слу-
чай, когда период этих движений равен 2p/W, ис-
следовался в работах [2–4]. Движения с периодом, 
кратным 2p/W, рождающиеся при малых e из устой-
чивого равновесия q = arccos a (отвечающего основ-
ному режиму работы технических устройств типа 
регулятора Уатта), изучались для случая быстрых 
колебаний платформы [5].

В работе исследована задача о существовании 
и устойчивости периодических движений маятника 
с периодом, кратным 2p/W. Амплитуда вертикаль-
ных колебаний платформы предполагается малой 
по сравнению с длиной маятника (0 < e << 1), час-
тота колебаний W произвольна, а параметр a счи-
тается близким его бифуркационному значению 
(a = 1 + ed, где d —  величина порядка единицы). 
Исследование проводится при помощи классиче-
ских и современных методов нелинейной динамики 
[6–12].
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НЕВОЗМУЩЁННЫЕ ДВИЖЕНИЯ

Функцию Гамильтона (1) можно представить 
в виде

 H H H= +0 1ε , (3)

 H p q q0
21

2

1

4
2= − +cos cos , (4)

H b q1
2= − + ( cos )cos .δ τ

Невозмущенная система (когда e = 0) допускает 
интеграл энергии H0 = h. Фазовый портрет невоз-
мущённой системы показан на рис. 1. В положении 
равновесия p = 0, q = 0, отвечающем устойчивому 
висящему маятнику, h = -3/4. В положении равно-
весия p = 0, q = p (или p = 0, q = -p, что физически 
одно и то же), отвечающем неустойчивому опроки-
нутому маятнику, имеем h = 5/4. При -3/4 < h < 5/4 
маятник совершает периодические колебания 
в окрестности равновесия q = 0 с амплитудой q0. При 
h > 5/4 маятник находится в режиме вращения. Се-
паратрисы соединяют неустойчивые седловые точки 
(-p, 0) и (p, 0) и разделяют на фазовой плоскости 
области колебаний и вращений, на сепаратрисах 
h = 5/4. Дадим более подробное аналитическое опи-
сание невозмущённых движений.

О б л а с т ь  к о л е б а н и й  (-3/4 < h < 5/4). В слу-
чае колебаний и вращений будем использовать пе-
ременные действие —  угол I, w [7, 13]. Опуская гро-
моздкие вычисления, приведём только их оконча-
тельные результаты. В случае колебаний переменные 
I, w вводятся при помощи унивалентного канони-
ческого преобразования q, p → w, I, задаваемого 
равенствами
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1< <k .

Здесь и далее используются стандартные обозна-
чения для эллиптических функций и интегралов 
[14].

Из (6) можно найти выражение для производной 
величины k по I:

 ∂
∂

=
−

k

I k k K k

2

32 2 12

π

( )
.  (8)

Так как эта производная отлична от нуля, то ра-
венство (6) разрешимо относительно функции 
k = k(I). Подстановка этой функции в (7) дает воз-
можность выразить функцию H0 из (4) через пере-
менную I: H0 = h(I).

Частота l нелинейных колебаний находится из 
(7), (8):

 λ
π

= ∂
∂

= ∂
∂

∂
∂

=
−( )h

I

h

k

k

I

k

K k

2 2 1

2

2

( )
.  (9)

Колебания невозмущённой системы задаются 
равенствами

 I I= 0,  w w= +λξ 0  (I w0 0,  — постоянные). (10)

В случае колебаний в окрестности положения 
равновесия (0 < q0 << 1) и вблизи сепаратрис 
(0 < p–q0 << 1) частота (9) принимает значения, близ-
кие к нулю. В этих случаях соответственно имеем

λ π≅ ( )
2

4 2 2
0

K
q

/
 и λ π

π
≅ −

−( )
2

2 0ln
.

q

Рис. 1. Фазовый портрет невозмущённой системы.
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При 0 < q0 < p функция l(q0) имеет макси-
мум l* = 0,7786, который достигается при 

q q0 0 2 0342= = =* , 116°30′. График функции l показан 
на рис. 2.

Точка q q0 0= *  является единственной точкой вы-
рождения невозмущенной системы в области коле-
баний, в этой точке обращается в нуль величина
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График функции (11) представлен на рис. 2. При 

0 0 0< <q q*  величина (11) положительна, а при 

q q0 0
* < < π  отрицательна.

О б л а с т ь  в р а щ е н и й  (h > 5/4). Рассмотрим 
вращения при p > 0 (случай p < 0 рассматривается 
аналогично). Переменные I, w вводятся соотноше-
ниями
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a1 2
,    (13)

 a
h

=
+
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2 3 44 ( )
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a a

a
=

+ − −( )1 1

2

2 2
2

2
,  (14)

0 < a < 1, 0 < k < 1.

Функция H0 = h(I) определяется из равенств (13) 
и (14).

В переменных I, w вращения маятника описыва-
ются формулами вида (10), в которых

 λ πχ= ∂
∂

=h

I K k2 ( )
,  χ =

+ −( )2 1 1 4

2

a

a
.    (15)

Нетрудно проверить, что в области h > 5/4 частота 
вращений l —  монотонно возрастающая функция h. 
Вблизи сепаратрисы величина l близка к нулю:

λ π≅ −
−

2 2

5 4ln( / )
,

h

а при h → ¥ имеем λ ≅ 2h.
Вычисления показывают, что функция

 ∂
∂

= ∂
∂

= ∂
∂ − ∂

∂






∂
∂

2
0

2

2

34

H

I h K k
K

a
K

a

a

h
λ λ π χ χ χ

( )
  (16)

не обращается в нуль (она больше 1). Поэтому 

условие невырожденности ∂ ∂ ≠2
0

2 0H I/  выполнено 
всюду в рассматриваемой области h > 5/4.

С л у ч а й  с е п а р а т р и с  (h = 5/4). Решение урав-
нений невозмущённой системы выражается здесь 
через гиперболические функции:

q = ±
( )

+ ( )
2

2

1 22
arcsin ,

sh

ch

ν

ν

Рис. 2. Частота нелинейных колебаний (9) и выраже-
ние (11) как функции амплитуды колебаний q0. 

1 —  функция l(q0); 2 —  функция ∂
∂

2
0

2 0
H

I
q ;  

q0
* = 116°30′.
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 p = ±
( )

+ ( )
4 2

1 22

ch

ch

ν

ν
,   (17)

где v = x —  æ, а æ —  произвольная постоянная, зада-
ющая сдвиг вдоль траектории, отвечающей сепарат-
рисе. Верхний и нижний знаки в равенствах (17) 
относятся соответственно к сепаратрисе, лежащей 
в области положительных и отрицательных значе-
ний p.

СУБГАРМОНИЧЕСКИЕ ДВИЖЕНИЯ 
ПОЛНОЙ СИСТЕМЫ

Если значения переменной действие I = I0 и па-
раметра b из (2) таковы, что выполняется равенство 
ml=nb, где m и n —  взаимно простые натуральные 
числа, то движение (10) невозмущённой системы 
будет периодическим по t с периодом 2pm/n.

Следуя [6], рассмотрим задачу о существовании 
и устойчивости периодических движений в полной 
системе с функцией Гамильтона (3). Для этого вы-
числим среднее значение áH1ñ функции H1 на не-
возмущённом движении. Если n ≠ 1, то áH1ñ =
= -dácosqñ и не зависит от w0, если же n = 1, то

 H q b a mwm1
2

01 2= − −δ   cos / cos ,   (18)

  .a q mw dwm = ∫1

0

2

π

π

cos cos   (19)

Здесь cosq —  2p-периодическая функция w, опреде-
ляемая формулами (5) в области колебаний и фор-
мулами (12) в области вращений. Коэффициент 
Фурье am этой функции зависит от величины I0 
определяемой уравнением

 b m= λ . (20)

Если am ≠ 0, то уравнение ∂ ∂ =H w1 0 0/  при 
0 ≤  w0 <2p  имеет 2m  корней: w r m0 =  π /  
( , , ..., ).r m= −0 1 2 1  Для этих значений w0 производная 

∂ ∂ ≠2
1 0

2 0H w/ .  Поэтому [6] при выполнении 

условия ∂ ∂ ≠2
0 0

2 0H I/  в полной системе при доста-
точно малых e существуют 2m аналитических по e 
движений периода 2pm по t, которые при e = 0 пе-
реходят в порождающие движения

 I I= 0,  w
m

r
m

= +1 τ π
,  r m= −0 1 2 1, , ..., .  (21)

На движениях (21) имеем
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Если c1 < 0, то 2pm-периодическое движение 
полной системы неустойчиво, а при c1 > 0 оно устой-
чиво в первом приближении [6]. Так как c2 ≠ 0, то 
в последнем случае периодическое движение устой-
чиво по Ляпунову (в строгой нелинейной постановке 
задачи) [12].

Таким образом, условия устойчивости и неустой-

чивости зависят от знака величины a H Im  ∂ ∂2
0 0

2/  
и чётности или нечётности числа r в (21). Условия 
устойчивости задаются неравенством

( ) ,−
∂
∂

>1 0
2

0

0
2

r
ma

H

I

 m = 1, 2, ..., r = 1, 2, ..., 2m - 1.  (22)

При обратном знаке в этом неравенстве имеет 
место неустойчивость.

Для более подробного описания результатов ис-
следования рассмотрим отдельно область колебаний 
и область вращений невозмущённой системы. Целое 
число r в условии (22) считаем чётным. Получаемые 
при чётном r выводы об устойчивости (или неустой-
чивости) меняются при нечётном r на выводы о не-
устойчивости (или устойчивости).

О б л а с т ь  к о л е б а н и й  (-3/4 < h < 5/4). Можно 
показать, что коэффициент Фурье (19) может быть 
отличным от нуля только для чётных m. При помощи 
весьма трудоемких вычислений для него было най-
дено явное выражение:

 a
k

K

s d

K
s K

K

s2

22 2 2 1
=

−( ) 





′





π
π

π
 
sh

sin
,   (23)

где k определяется равенством (7), а d соотношением 

2 1k sn d k ( , ) .=
Из (23) видно, что знак коэффициента a2s совпа-

дает со знаком величины sin(spd/K). Расчёты пока-
зывают, что в интервале 0 < q0 < p выполняется не-
равенство 0 < d/K < 1, поэтому число корней урав-
нения a2s = 0 в этом интервале равняется s - 1.
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При малых q0 и при q0, близких к p, имеем соот-
ветственно

sin ( )
( / )

s d

K K
sπ π





≅ − − 1
2

2 2 2

и sin
ln

ln( )
.

s d

K
s

q

π π
π







≅ −
+( )
−

  
1 2

0

Учитывая, что (см. рис. 2) при малых q0 величина 

∂ ∂2
0 0

2H I/ положительна, а при q0, близких к p, от-
рицательна, получаем отсюда, что при малых q0 изу-
чаемые субгармонические колебания устойчивы при 
нечётных s и неустойчивы при чётных s, а если зна-
чения q0 близки к p, то имеет место неустойчивость 
при любых s. (Напомним, что число r в (22) мы счи-
таем чётным; при нечётном r выводы об устойчи-
вости будут противоположными.)

На рис. 3 показаны кривые (20) для m = 2, 4, 6, 8. 
Участки кривых, отвечающие устойчивым и неус-
тойчивым 2pm–периодическим по t колебаниям 
маятника, отмечены соответственно сплошными 
и штриховыми линиями.

О б л а с т ь  в р а щ е н и й  (h > 5/4). Для коэффи-
циента (19) можно получить выражение
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a k K

m e
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где k определяется равенствами (14), а e —  соотно-

шением 1 12+ =k sn e k( , ) . Знак am совпадает со зна-
ком функции sin(mpe/(2K)). Можно показать, что 
в интервале 0 < a < 1 (т.е. при h > 5/4) имеем 
0 < e/2K < 1/2, поэтому число корней уравнения 
am = 0 не превосходит m/2.

Вблизи сепаратрисы (когда a → 1, или, что то же, 
когда h → 5/4) справедлива оценка

sin
ln

ln( )
.

m e

K
m

a

π π
2

1 2

1
0







≅ −
+( )
−

> 2  

Учитывая, что при h > 5/4 имеет место неравен-

ство ∂ ∂ >2
0 0

2 0H I/ , получаем, что на кривых b = ml 
при a → 1 субгармонические движения устойчивы 
для любых m.

В случае a → 1 (когда h → ¥) имеем

sin sin cos .
m e

K

m m m
a

π π π
2 2 2 2

2





≅ 





− 





Поэтому устойчивыми будут субгармонические 
движения, для которых m = 1 +4s или m = 2 + 4s 
(s = 0, 1, 2, …), а если m = 3 + 4s или m = 4 + 4s, то 
субгармонические движения неустойчивы.

На рис. 4 в плоскости b, a показаны кривые (20) 
для m = 1, 2, 3, 4. Кривые имеют общую горизон-
тальную асимптоту a = 0. Участки устойчивости 

4

2 4 6 8

62
0

π

q0

q0
*

π/2

b

Рис. 3. Кривые b=ml при −
< <

3

4

5

4
h . Номер у кри-

вой указывает значение m. Сплошные участки кри-
вых отвечают устойчивыми, а штриховые —  неустой-
чивым субгармоническим движениям.

Рис. 4. Кривые b = ml при h >
5

4
. Номер у кривой 

указывает значение m. Сплошные участки кривых 
отвечают устойчивым, а штриховые —  неустойчи-
вым субгармоническим движениям.
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изображены сплошными, а участки неустойчи-
вости —  штриховыми линиями.

Отметим, что и в области колебаний, и в области 
вращений малое отличие ed параметра a от его би-
фуркационного значения не повлияло на факт су-
ществования субгармонических движений и свой-
ства их устойчивости.

О РАСЩЕПЛЕНИИ СЕПАРАТРИС

Пусть (H0, H1) —  скобка Пуассона функций H0 
и H1 из (4). На обеих сепаратрисах (17) невозмущён-
ной системы она имеет одно и то же выражение:

H H b0 1
2

2
2

4 2
2 2

1 2
, cos( ) = − +( ) ( )

+ ( )





δ τ
ν

ν
 

sh

ch

 (t = bx,  ν = x - æ).  (25)

Следуя [8, 15], рассмотрим периодическую 
функцию J(k), определяемую равенством

J H H d= ( )
−
∫ 0 1
¥

¥

, .ξ

Для нее можно получить следующее аналитичес-
кое представление:

J (æ) = f b b( )sin( æ),

 f b
b

b
b( )

/
sin

ln
.= ( )

+( )











2

2 4

2 1 2

2

3π
πsh

 

Пусть параметр b таков, что f(b) ≠ 0. Тогда 
функция J(æ) обращается в нуль только при таких 
значениях k, для которых величина bæ/p —  целое 
число; при этом dJ/dæ ≠ 0. Следовательно [9–11], 
при 0 < e << 1 каждая из сдвоенных сепаратрис (17) 
расщепляется, а образующиеся в результате расщеп-
ления сепаратрисы трансверсально пересекаются. 
Это приводит к появлению бесконечного числа пар 
изолированных субгармонических движений боль-

шого периода. Одна половина таких движений ус-
тойчива по Ляпунову, а другая неустойчива. Неко-
торые из этих движений рассмотрены в предыдущих 
разделах работы.
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ON SUBHARMONIC MOTIONS OF A PENDULUM  
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The motion of a pendulum on a rotating platform is investigated in the presence of disturbances caused by its 
vertical harmonic oscillations of small amplitude. The parameters of the unperturbed system are considered close 
to the values, upon passing through which the number of relative equilibria of the pendulum and the nature of 
their stability change. The non-linear problem of the existence and stability of periodic motions of the pendulum 
relative to the platform with a period multiple to the period of its vertical oscillations is solved. The question of 
the splitting of separatrices of the unperturbed system is also considered.

Keywords: pendulum, vibrations, separatrices, stability.


