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1. ИНТЕРПОЛЯЦИОННОЕ  
НЕРАВЕНСТВО СОБОЛЕВА

В разделе доказывается одно точное интегральное 
неравенство, из которого в силу неравенства Хаус-
дорфа—Юнга выводится интерполяционное нера-
венство Соболева.

1.1. Интегральное неравенство

Для удобства дальнейшего изложения примем 
следующие обозначения:

 || || | |    

/

U U x dx pp
p

R

p

n

=











≥∫ ( ) , ,

1

1

есть норма в Lp(Rn), индекс p в || ||⋅ p будем опускать 
при p = 2, т. е. будем писать || ||⋅ . Пусть k — любое по-
ложительное число. Пусть r —  заданное положи-
тельное число такое, что при n k− ≤ 0 число r любое, 
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для всех β > 0, γ > 0 —  бета-функция Эйлера; 
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Л е м м а  1. Пусть k, r, a —  определённые выше 

числа, V x L Rn( ) ,( )∈ 2  r V x L Rk n/2
2( ) ,( )∈  r x= | |. Тогда 

справедливо следующее интегральное неравенство:
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где Kg(a) — константа, определённая формулой (1). 
Константа является точной: неравенство (2) пере-
ходит в равенство при

 V x V
r

r
k

( )
( )

( )= =
+ +0

1

2 2
1 1

w
w w r/ ,

где w1, w2, w3 —  произвольные положительные числа.

1.2. Неравенство Хаусдорфа—Юнга

Л е м м а  2. Пусть
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есть преобразование Фурье функции U(x), ˆ ( ),U L Rp
n∈

1 2≤ ≤p . Тогда справедливо следующее неравенство 
Хаусдорфа—Юнга:
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1
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+ =
′

 c наилучшей константой Бек-

нера—Бабенко [1–4].

1.3. Результаты

Те о р е м а  1. Пусть k, r, a —  определённые выше 

числа, U x L Rn( ) ,( )∈ 2  ̂ ˆ ( )( ) ,ar U L Rk n/2
2ξ ∈  r = | |ξ . Тогда 

справедливо следующее мультипликативное неравен-
ство Соболева:
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 Kg(a) определено фор-

мулой (1).

Приведём схему доказательствa (3).

В силу неравенства (2) заключаем, что
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Но в силу теоремы Планшереля—Парсеваля  
имеем

 ˆ ˆa U U|| || || ||= . (5)

Следовательно, при условиях теоремы 1 заключаем, 

что ˆ ( ).U L Rn∈ +
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r
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 Тогда по неравенству Хаусдорфа—

Юнга имеем
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Теперь из (4)–(6) следует (3).

Пусть в теореме 1 k = 2. Тогда в силу соотношения 
ˆ ˆa U U||| | || || ||ξ = ∇  из теоремы 1 вытекает следующее
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U x H Rn( ) ( )∈ 1 .

Тогда справедливо следующее интерполяционное 
неравенство Гальярдo—Ниренберга—Соболева:
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Пусть в теореме 1 k = 4. Тогда в силу соотношения 

||| | || || ||ξ 2Û U= ∆  [5] из теоремы 1 вытекает следующее

С л е д с т в и е  2. Пусть r ∈( , )0  ¥  при n ≤ 4, a при 

n > 4 r ∈
−
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2( ), ∆U L Rn∈ 2( ). Тогда справедливо следующее 

интерполяционное неравенство Соболева:
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2. ЛОГАРИФМИЧЕСКОЕ НЕРАВЕНСТВО 
ГРОССА—СОБОЛЕВА

Те о р е м а  2. Пусть k —  произвольное положи-

тельное число, U x L Rn( ) ( )∈ 2  и | | /ξ ξk nU L R2
2

ˆ ( )( ) ∈ .

Тогда справедливо следующее логарифмическое не-
равенство Гросса—Соболева:
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Как следствие, из теоремы 2 вытекают следующие 
предложения.

П р е д л о ж е н и е  1. Пусть U x H Rn( ) .( )∈ 1  Тогда 
справедливо следующее логарифмическое неравенство 
Гросса—Соболева:
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Неравенство (10) является точным: оно переходит 
в равенство при

 U x a b x( ) exp( )= − | |2 ,

где a, b —  произвольные положительные постоянные.

Положим в (9) k = 4.
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П р е д л о ж е н и е  2. Пусть U x H Rn( ) .( )∈ 2  Тогда 
справедливо следующее логарифмическое неравенство 
Гросса—Соболева:
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Неравенство (10) впервые доказано Гроссом [6]. 
Бекнер [7] отмечает, что после того, как Гросс нашёл 
логарифмическое неравенство Соболева, оно стало 
народным фольклором. Другие неравенства типа 
Гросса—Соболева доказаны в [4, 8–10] и др.

Приведём схему доказательства неравенства (9). 
Перепишем неравенство (3) в следующем виде:
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Легко показать, что lim ( )
a

a
→ +

=
0 0

1K g  и K B ( ) .0 1=  Тем 

самым неравенство (12) остаётся справедливым 
и при a = 0.

Рассмотрим функцию
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Неравенство (2) также применяется при доказа-
тельстве обобщённого неравенства энтропии
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При условии, что U x L Rn( ) ( ),∈ 2  r U x L Rk n/2
2( ) ( )∈  

для любого k > 0, неравенство (13) является точным: 
оно переходит в равенство при

 U x U a b xr k( ) exp( )( )= = −0 | | ,

где a, b —  произвольные положительные посто-
янные [11].

З а м е ч а н и е  1. Интерполяционное неравен-
ство (7) доказано также в [12] с другой константой 
в нём. Это неравенство применяется при исследо-
вании вопроса глобальной разрешимости задачи 
Коши для нелинейного эволюционного уравнения 
Шрёдингера [13], а также в спектральной теории для 
оператора Шрёдингера [12].

З а м е ч а н и е  2. Неравенство (13) при k = 2 анон-
сировано в [13], доказано в [14].
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OF GROSS—SOBOLEV LOGARITHNIC INEQUALITY

Sh. M. Nasibov

Institute of Applied Mathematics, Baku State University, Baku, Azerbaijan

Presented by Academician of the RAS V.P. Maslov January 13, 2019

Received January 28, 2019

We prove an exact itegral inequality by means of which one interpolational Sobolev inequality is derived. One 
generalization of logarithmics Sobolev inequality based on interpolational Sobolev inequality is offered.
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