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Пусть X( ) : ( ( ), ( ), ..., ( )) ,t X t X t X td
d= ∈1 2     d > 1, 

t T∈[ , ],0   —  гауссовский векторный процесс, ком-
поненты которого —  независимые одинаково рас-
пределённые гауссовские процессы с нулевыми 
средними. Модуль этого процесса b( ) : ( )t t= | |X  будем 
называть b-процессом. Целью настоящего сообще-
ния является нахождение асимптотики вероятности 
P t u

T
(max ( ) )

[ , ]0
b >  при u → ¥. Важными частными слу-

чаями этого процесса является диффузионный про-
цесс Бесселя, т.е. компоненты Xi(t) являются стан-
дартными винеровскими процессами на интервале 
[0, 1], и бесселевский мост, определённый ниже. 
Данные процессы являются диффузионными и ин-
тенсивно исследуются соответствующими методами 
(см. [1–3]). Кроме того, эти два процесса связаны 
с такими важными для финансовой математики 
моделями, как геометрическое броуновское движе-
ние, процесс Кокса—Ингерсолла—Росса, многими 
другими моделями, подробное описание которых 
имеется в [3, гл. III.3]. Распределения максимумов 
процесса Бесселя и бесселевского моста выписаны 
в виде рядов (см. [4] —  для процесса Бесселя 

и [5, 6] —  для броуновского моста (формула Гих-
мана—Кифера)). Все члены этих рядов вносят вклад 
в асимптотику указанной выше вероятности, что 
существенно затрудняет их исследование. В работе 
[6] весьма тонкими методами теории уравнений 
в частных производных показано, что для нечётных 
размерностей может быть получена формула типа 
формулы Колмогорова—Смирнова, что позволяет 
в этих случаях найти асимптотику хвоста распреде-
ления максимума бесселевского моста. Современное 
состояние данного направления описано в [7], где 
формула Гихмана—Кифера обобщена на случай бес-
селевского моста с необязательно целым параметром 
размерности и исследовано поведение распределе-
ния максимума при стремлении этого параметра 
к нулю и к бесконечности, а также в работе [8], где 
исследуется поведение максимума процесса Бесселя 
на растущем временном интервале, в основном чис-
ленными методами.

В настоящей работе найдены точные асимпто-
тики вероятностей больших уклонений максимумов 
процессов бесселевского типа методами, не связан-
ными с марковским характером процессов. Пред-
ложено дальнейшее развитие метода двойных сумм 
асимптотического анализа вероятностей высоких 
выбросов траекторий гауссовских процессов и по-
лей [9] на случайные поля, дисперсия которых до-
стигает своего максимума на многообразиях произ-
вольной размерности. Отметим, что в [9] рас-
смотрен, в частности, случай стационарного про-
цесса X(t). Близким к рассматриваемым здесь при-
мерам является стационарный процесс, для которого 
компонента X1(t) распределена как приращение 
винеровского процесса [10]. Процесс b(t) является 
процессом гауссовского хаоса, он может исследо-
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ваться методами, аналогичными развитым в [11] для 
стационарных процессов гауссовского хаоса 
(см. также библиографию в этой работе). Частный 
случай основного результата настоящего сообщения 
получен в [12] (см. также [13]).

Доказательства представленных результатов 
основаны на принципе двойственности, в силу ко-
торого max ( ) max ( ), .

,| |t S t S
t t

∈ ∈ =
= 〈 〉b

v
X v

1
  Далее к этому гаус-

совскому полю на цилиндре применяется сущест-
венная модификация упомянутого выше метода 
двойных сумм.

Приведём сначала два следствия из основного 
результата для процесса Бесселя и бесселевского 
моста.

С л е д с т в и е  1. Для стандартного процесса Бес-
селя выполнено соотношение
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при u → ¥.
Процесс Бесселя b(t), t ∈[ , ],0 1  взятый при 

условии b( ) ,1 = x  называется бесселевским мос- 
том [2]. Если x = 0, то компоненты векторного про-
цесса X(t) также обращаются в ноль при t = 1, прев-
ращаясь в стандартные броуновские мосты, т.е. 
в этом случае бесселевский мост является b-процес-
сом, для которого X1(t), t ∈[ , ]0 1  —  стандартный бро-
уновский мост. Обозначим его через bbr t( ).

С л е д с т в и е  2. Для определённого выше бесселев-
ского моста выполнено соотношение

 P t u
d

u e obr

d
d umax ( )
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при u → ¥.
Для формулировки общего результата введём 

необходимые обозначения, предположения и опре-
деления. Во-первых, предположим, что существует 
единственная точка t T0 0∈[ , ]  такая, что

 max ( ) ( ) ,
[ , ]t T

t t
∈

= =
0

2 2
0 1σ σ

где σ2
1( ) ( )t DX t=  —  дисперсия процесса X1(t). Обо-

значим через r(s, t) его корреляционную функцию. 
Введём также следующие условия:

A1. Существует ковариационная функция r(t) 
стационарного процесса такая, что

 lim
( , )
( )

.
,s t t

r s t

t s→

-
- -

=
0

1

1
1

 

r

A2. Для функции r из условия A1 найдутся по-
ложительная функция q(u) и функция h(t), h(t) > 0 
для всех t ≠ 0, такие, что для всех t существует предел

 lim ( ( ( ) )) ( ).
u

u q u t h t
→

- =
¥

2 1 r  (1)

A3. Для всех t существует предел

 h t u t q u t
u

1
2 2

01 0( ) lim ( ( ( ) )) [ , ],= - + ∈
→¥

¥σ   (2)

причём для некоторого e > 0 это соотношение вы-
полнено равномерно в t ∈ -[ , ].e e  В случае если h1(t) 
не определено, т.е. при t0 = 0 и t < 0 или при t0 = T 
и t > 0, условимся считать, что h1(t) = ¥.

Из условия A2 по определению правильно меня-
ющейся функции и в силу свойств ковариационной 
функции следует, что функция 1 - r(t) правильно 
меняется в нуле с индексом a ∈( , ],0 2  т. е. 

1 - =r a( ) ( ),t t t| |   где ( )t  —  медленно меняющаяся 

в нуле функция, и h t t( ) .= | |a  Используя теоремы 
об обращении правильно меняющихся функций [14], 

получаем, что q u u u u( ) ( ) ( ) ( ) ,/ # /= - =← - - -1 2 2 2 1r a a  
u → ¥, где верхний индекс “←” обозначает обобщён-

ную обратную функцию, а через # обозначена со-
пряжённая по де Бруину функция к , также мед-
ленно меняющаяся в нуле [14]. Если функция h1(t) 
положительна и конечна для t > 0, то из A2 и A3 

следует, что функция 1 2
0- +σ ( ),t t  если она опреде-

лена, правильно меняется в нуле, при этом показа-
тель изменения также равен a, но теперь h1(t) = 
= h1(1)ta. Аналогично для t < 0 с константой h1(-1). 
Заметим, что условие равенства максимума дис-
персии единице и равенства единице коэффициента 
при h(t) в условии A2 несущественны; к произволь-
ным (положительным) значениям этих параметров 
можно перейти масштабированием времени и про-
странства.

Обозначим L u e dtu t

t t

( ) : .( ( ))

| |

= - -

- ≤
∫

2 2

0

1 2σ

e

/  Заметим, 

что асимптотика этого интеграла при u → ¥ не за-
висит от значения e > 0. Обозначим также
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1

0
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где a ∈( , ],0 2  χ a
a

a( ) ( ) ,/ /t B t t B= -2 2 2| |   —  стандарт- 
ное дробное броуновское движение с показателем 

Хёрста 
a
2

 и h t1 0( ) ( , ]∈  ¥  для всех t ≠ 0. Поскольку 

h1(t) —  степенная функция, то 0 < Ha, Pa < ¥ [9]. 
Предположим ещё, что корреляционная функция 
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процесса X1 обращается в единицу только в совпа-
дающих точках.

Те о р е м а. Пусть выполнены вышеприведённые 
условия на процесс X. Тогда при u → ¥ выполнены 
следующие соотношения. Если хотя бы одно из чисел 
h1(1), h1(-1) равно нулю, то
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(3)

Если h h1 11 1( ) ( )= - = ¥ (здесь и ниже имеется в виду 
доопределение h1 в A3 для граничной t0), то
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Если хотя бы одно число из чисел h1(1), h1(-1) поло-
жительно и конечно, при этом другое —  не нуль, то
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Заметим, что для процесса Бесселя t0 = 1, 

L u u( ) ,∼ -2 2  u → ¥, q u u( ) ,= -2  h1 1( ) ,= ¥  h1 1 1( )- =  
и a = 1, поэтому Pa = 1 [9]. Далее для бесселевского 

моста t0
1

2
= , σ2

0
1

4
( ) ,t =  a = 1, h h1 11 1 0( ) ( ) ,= - =  

а после приведения максимума дисперсии к 1 име- 

ем, что q u u( ) ,2 2 3 2= - -  L u u( ) ,2 321∼ - π/  u → ¥, 
и Ha = 1.

Рассмотрим ещё один пример. Пусть X t B t
d

H1( ) ( ),=  
t ∈[ , ]0 1 , —  дробное броуновское движение с пара-
метром Хёрста H, H ∈( , ).0 1  По аналогии с преды-
дущим примером назовём процесс b(t) дробным 
процессом Бесселя, обозначим его через bH t( ). Для 
этого процесса t0 1= , a = 2H , h h1 11 1( ) ( )- = = ¥ при 

H > 1

2
, а при H < 1

2
 имеем h1 1 0( ) ,- =  q u u H( ) /= -1  и 

L u u HH( ) ( ) ,/( )∼ + -22 1 2 2 1  u → ¥. При H = 1

2
 мы име- 

ем стандартный процесс Бесселя.

С л е д с т в и е  3. Для дробного процесса Бесселя 
с показателем Хёрста H при u → ¥ выполнены соот-
ношения
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A high excursion probability for the modulus of a Gaussian vector process with independent identically distributed 
components is evaluated. It is assumed that the components have means zero and variances reaching its absolute 
maximum at a single point of the considered time interval. An important example of such processes is the Bessel 
process.

Keywords: Bessel process, Gaussian process, high excursions, Pickands constant.
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