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ФИЗИКА

Статфизические подходы широко используются 
для описания нейронных сетей большого размера 
[1–4]. В частности, наиболее продвинутые нейро-
сетевые алгоритмы глубокого обучения и обработки 
изображений [5, 6] основаны на оптимизации сво-
бодной энергии системы спинов-нейронов, т. е. 
на оптимизации распределения энергий. К настоя-
щему времени имеется ряд моделей, для свободной 
энергии которых получены точные решения [7]. Эти 
решения получены без знания вида распределения 
энергий, опираясь только на самые общие сообра-
жения, алгебру матриц и комбинаторные методы. 
Однако распределение энергий для этих моделей 
до сих пор неизвестно. Более того, к настоящему 
времени вид распределения энергий известен только 
для одномерной модели Изинга. Это обстоятельство 
инициировало ряд работ, авторы которых пытаются 
получить выражения для распределения энергий 
в рамках различных приближений и численными 
методами [8–13].

В настоящей работе мы исследуем возможность 
использования приближения метода n-окрестно-
сти [8] для расчёта распределения энергий в различ-
ных спиновых системах. Распределение энергий 
является основополагающей характеристикой, оп-
ределяющей свойства системы. Знание распределе-
ния энергий позволяет легко вычислить статсумму 
и все вытекающие из этого свойства системы. Дей-
ствительно, рассмотрим систему из N спинов 
si = ±{ },1  i N= 1, , 2, ...,  энергия которой в конфигу-
рационном состоянии S s s sN= ( , , ..., )1 2    задаётся 
выражением

 E S
N

J s sij i j
i j

N

( )
,

= -
=
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Статистическая сумма такой системы представима 
в виде Z D E N E

E

= -∑ ( )exp( ),b  где b —  обратная тем-

пература, суммирование ведётся по всем значениям 
энергии E, а D(E) —  вырождение уровней энергии, 
т. е. распределение энергий.

В общем случае распределение энергий D(E) не-
известно. Казалось бы, его можно определить, ис-
пользуя результаты центральной предельной тео-
ремы. Действительно, величина E есть сумма N 
случайных величин и центральная часть распреде-
ления D(E) прекрасно описывается гауссианом
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Однако проблема в том, что основной вклад в фор-
мирование фазового перехода вносят состояния, 
энергии которых находятся на хвостах распределе-
ния D(E), где выражение (2) неприменимо. Обойти 
эти трудности можно, используя метод n-окрест-
ности.

Метод n-окрестности детально описан в [8], где 
используется эвристически, без обоснования осу-
ществляемых приближений. Суть метода заключа-
ется в разбиении всего пространства из 2N конфи-
гураций на N + 1 подпространств, каждое из которых 
определяется своим распределением энергий Dn(E), 
n = 0, 1, ..., N. Формализ этого подхода состоит в сле-
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дующем. Для разбиения пространства выберем в ка-
честве начала отсчёта некоторую конфигурацию 

S s s sN0 1
0

2
0 0= ( , , ..., ).( ) ( ) ( )    Для определённости рассуж-

дений примем, что S0 есть основное состояние, со-
ответствующее глобальному минимуму энергии E0. 
Назовём n-окрестностью множество Wn, состоящее 
из конфигураций Sn, отличающихся от S0 противо-
положными знаками n спинов. Все конфигурации 
множества Wn имеют одинаковую относительную 

намагниченность m N S Sm= -1
0( , ).  Тогда Z можно 

представить в виде

 Z D E N En
En

N

= -∑∑
=

( )exp( )b
0

, (3)

где Dn(E) —  распределение энергий в множестве Wn.

Вид распределения Dn(E) в общем случае неиз-
вестен. Однако, следуя [8], можно получить точные 
выражения для среднего (En) и дисперсии (обо-

значим её как N n
-1 2s ) этого распределения. Эти вы-

ражения в пределе N → ¥ принимают достаточно 
простой вид

 E E mn = 0
2, s s sn hm a2

0
2 2

0
21 1= ⋅ - -( )( ), (4)

где a h= - -1 2 0
2

0
2s s , sh0

2  —  дисперсия локальных по-
лей в основном состоянии.

Таким образом, мы разделили пространство кон-
фигураций на N + 1 подпространств (n-окрестно-
стей). Смысл такого разбиения состоит в следу-
ющем. Энергия E в n-окрестности ведёт себя как 
случайная величина, и центральная часть распреде-
ления Dn(E) в соответствии с центральной предель-
ной теоремой может быть описана как гауссиан 

со средним En и дисперсией N n
-1 2s :
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Очевидно, что сумма таких гауссианов D(E) = 
= ∑D En

n

( ) не совпадает с гауссианом (2). Соответ-

ственно, хвосты распределения D(E) будут намного 
более корректно описываться суммой D(E) = 
= ∑D En

n

( ), чем выражением (2). В следующем раз-

деле мы исследуем, в каких случаях и для каких мо-
делей применимо гауссово приближение (5).

1. ПАРАМЕТР МАЛОСТИ  
В МЕТОДЕ n-ОКРЕСТНОСТИ

Проанализируем, в чём заключается приближе-
ние метода n-окрестности. Исходные условия та-

ковы: мы не знаем истинного вида распределения 
энергий Dn(E), известны только первые моменты 
этого распределения, в частности среднее и дис-
персия (4). Ниже мы определим параметр малости, 
по которому можно производить разложение 
функции Dn(E), в том числе и вблизи критической 
точки.

Представим Dn(E) в виде

 D E c
N
n

N En( ) exp[ ( , )]= 





- j m  , m = m2, (6)

где c — несущественная нормировочная константа, 
а j(m, E) — неизвестная функция, для которой из-
вестны только первые моменты. Тогда, используя 
формулу Стирлинга и переходя в (4) от суммирова-
ния к интегрированию, для статсуммы с точностью 
до несущественной константы получим
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Оценим интеграл (7) методом перевала, тогда 
условия седловой точки примут вид
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Решения этих уравнений m = m0 и E = U представ-
ляют собой спонтанную намагниченность и внут-
реннюю энергию. Соответственно выражением (8) 
задаётся величина свободной энергии f = f(m0, U).

Перейдём к определению малого параметра в ме-
тоде n-окрестности. Для простоты дальнейших рас-
суждений будем рассматривать только однородные 
системы, обладающие фазовым переходом второго 
рода. В этом случае из (4) следует a = 0 и sn = 

= ⋅ -s0
21( ).m  Для прочих моделей рассуждения ана-

логичны.

Представим функцию j(m, E) в виде ряда 
в окрестности точки E = En:

j e c e c e= + + +1
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3

4
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..., e

s
= -E En

n

, (10)

где ck есть куммулянты распределения Dn(E). Основ-
ная идея метода n-окрестности состоит в том, чтобы 
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ограничиться учётом только нескольких первых 
членов разложения. Однако разложение (10) имеет 
смысл только в случае |e| < 1, и только в этом случае 
метод n-окрестностей может давать хорошее при-
ближение.

Уточним приближение: нас не интересуют зна-
чения величины e = e(m, E) на всём пространстве 
значений параметров m и E. Разложение (10) пред-
ставляет интерес только в малой окрестности 
седловой точки, т. е. в окрестности значений  
m = m0 и E = U. Соответственно искомым малым 
параметром разложения (10), определяющим при-
менимость метода n-окрестности, является пара-
метр e0:

 e
s0

0 0
2

0 0
21

= -
-

U E m

m( )
. (11)

В следующем разделе мы исследуем величину 
этого параметра для различных моделей на осно-
вании известных моделей и результатов численного 
эксперимента. Здесь же мы ограничимся оценкой 
величины e0 методом от обратного. Допустим, что 
для рассматриваемой модели параметр e0 мал 
и можно ограничиться только первым членом раз-
ложения (10). В этом случае уравнения (9) с учё-
том (10) преобразуются к виду
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Исключая из этих уравнений e, получим уравне-
ние состояния
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решение которого при m → 0 даёт значение крити-
ческой температуры bc.

Нас интересует поведение величины e = e0, явля-
ющейся решением (12), (13). Анализ уравнения (12) 
показывает, что с ростом b величина |e0| возрастает, 
достигая максимума в критической точке b = bc. 
В пределе m → 0 (b b→ c) уравнение (12) преобра-
зуется к виду

 e e
s

2 0

0

1

2
0- + =E

. (15)

Решение этого уравнения

 e
s sc

E E= + -0

0

0
2

0
22

1

2
2 (16)

даёт нам максимальное значение величины |e0|: 
max | | | |.e e0 = c  Соответственно метод n-окрестности 
сводится к разложению (10) по малому параметру 
| | | |e e≤ c .

Как следует из (16), метод n-окрестности может 
применяться только для систем, для которых вы-

полняется условие E0
2

0
22≥ s . Анализ совместного 

решения уравнений (12), (13) накладывает на ис-
пользование метода n-окрестности ещё более силь-
ное ограничение:

 E0
2

0
28

3
≥ s  или | |ec ≤ ≈1

6
0 408, . (17)

Это ограничение обусловлено тем, что при 3 80
2

0
2E < s  

уравнения (12), (13) предсказывают скачок спон-
танной намагниченности в критической точке, что 
противоречит известным результатам.

2. ВЕЛИЧИНА  
ПАРАМЕТРА МАЛОСТИ

Выражение (16) даёт оценку значения параметра 
малости. Здесь мы установим точные значения па-
раметра e0 = e0(b), вытекающие из известных выра-
жений или данных численного моделирования.

Сначала рассмотрим зависимость e0 = e0(b) для 
точно решаемых моделей.

2.1. О д н о м е р н а я  м о д е л ь  И з и н г а. Спон-
танная намагниченность в этой модели отсутствует 
m0 = 0, s0 = 1, а внутренняя энергия определяется 
как U = -thb. Из (11) получаем e0 = -thb, т. е. вели-
чина |e0| с ростом b монотонно возрастает до еди-
ницы (рис. 1). Соответственно приближение метода 
n-окрестности справедливо только при малых зна-
чениях b.

−1,5

−1,0

−0,5

0

0 0,5 1,0 1,5

1

2

3

ε0

β

Рис. 1. Зависимость e0 = e0(b) для моделей без фазового 
перехода: 1 — одномерная модель Изинга, 2 —  модель 
EA, 3 —  модель EA*.
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2.2. Д в у м е р н а я  м о д е л ь  И з и н г а. Для 2D-
модели Изинга известны точные выражения для 
внутренней энергии и спонтанной намагниченно-
сти [7]:

 U E k= - - -
⋅

-





2 2
2 1

2 2

2
1

2

1th
sh

sh ch
( )b b

b b π
, (18)

 m0 4

1 8

1
1

2
= -
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
sh

/

b
, (19)

где E1(k) —  эллиптический интеграл первого рода 
и введены обозначения

 k = 2 2

22

sh
ch

b
b

, E k d1
2 2 1 2

0

2

1( ) ( sin ) /
/

= - -∫ κ φ φ
π

.

Подставляя эти выражения в (11), определяем зави-
симость e0 = e0(b). График этой зависимости при-
ведён на рис. 2. Как видим, в критической точке 
| |e0 1= . Это означает, что метод n-окрестности к дан-
ной модели неприменим.

2.3. М о д е л ь  н а  р е ш ё т к е  Б е т е. Для этой 
модели с q ближайшими соседями имеем
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где z e= -2b, параметр x равен наименьшему поло-
жительному решению уравнения z = x(1 - xq-2) × 
× (1 - xq)-1, а спонтанная намагниченность равна 

m x xq q
0

11 1= - + -( )( ) . Зависимость e e b0 0= ( ) полу-
чим подстановкой m0 и U в (11). Графики этой зави-
симости приведены на рис. 2. Как видим, уже для 
q = 3 параметр |e0| мал при любых температурах. 
С ростом q величина этого параметра убывает как 

| |e0
1 22� ( ) /q - .

Теперь рассмотрим зависимость e e b0 0= ( ) для 
моделей, не имеющих точного решения.

2.4. Э к с п е р и м е н т а л ь н ы е  р е з у л ь т а т ы. 
Модели, не имеющие точного решения, мы иссле-
довали методом Монте-Карло. Статистика набира-
лась по 109 переворотов спина для каждого значе-
ния b. Рассматривались два типа моделей. Первый 
тип —  модели Изинга на гиперкубе: 3D-модель 
N = × ×30 30 30,  4D-модель N = × × ×13 13 13 13   
и 5D-модель N = × × × ×8 8 8 8 8. Результаты пред-
ставлены на рис. 2. Как видим, для данного типа 
моделей параметр |e0| достаточно мал, что означает 
применимость метода n-окрестности для анализа 
этих моделей. Второй тип —  планарные решётки 
со случайными связями, взаимодействие только 
с 4 ближайшими соседями: EA-модель с нормальным 
распределением связей Jij и EA*-модель с равномер-
ным распределением связей Jij одного размера 
N = ×160 160.  В эксперименте измерялась внут-
ренняя энергия U = U(b) и относительная намагни-

ченность m N S S0
1

0= - ( , ),  где S — текущая конфи-
гурация. Конфигурации основного S0 определялась 
описанным в [15] алгоритмом. Зависимость e0 = e0(b)
для этих моделей представлена на рис. 1. Как видим, 
величина |e0| с ростом b монотонно возрастает и при-
мение метода n-окрестности для анализа этих мо-
делей ограничено малыми значениями b.

3. ОБСУЖДЕНИЕ РЕЗУЛЬТАТОВ

Проведённый выше анализ показал, что метод 
n-окрестности можно успешно применять для ана-
лиза систем, у которых соотношение между энергией 
основного состояния E0 и величиной s0 (стандарт 
энергий, вычисляемый на всём пространстве кон-
фигураций) удовлетворяет неравенству (17). Для 
таких систем параметр |e0| достаточно мал и разло-
жение (10) обосновано. По сути дела, малость пара-
метра |e0| означает, что седловая точка (9) близка 
к центру распределения Dn(E), т. е. U En≅ .

Для систем со случайными связями известны [14] 
соотношения E0 = -as0, где a ∼ 1 (например: a � 1 317,  
для 2D-EA-модели, a � 1 375,  для 3D-EA-модели, 
a � 1 666,  для SK-модели). Для таких моделей имееем 

E a0
2

0
2 2 2s- = < , т. е. условие (17) заведомо не выпол-

няется и приближение метода n-окрестности некор-
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Рис. 2. Зависимость e0 = e0(b) для моделей с фазовым 
переходом. В нижней полуплоскости графики для 
модели Изинга с q = 4, 6, 8, 10. В верхней полуплоско-
сти графики |e0(b)| для модели Бете с q = 4, 6, 8.
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ректно. Сказанное верно и для 1D-модели Изинга, 

для которой E0
2

0
2 1s- = .

Для моделей Изинга на гиперкубе с q ближай-
шими соседями критерий применимости метода 
n-окрестности (17) принимает вид

 q ≥ 16

3
. (21)

Здесь q E≡ -2 0
2

0
2s  —  эффективное число ближайших 

соседей, учитывающее различие связей по разным 
направлениям решётки. Как видим, это условие 
неприменимо для 2D-модели Изинга (q = 4). Однако 
это условие хорошо выполняется для моделей 
Изинга более высокой размерности (q ≥ 6). Действи-
тельно, на рис. 3 приведена зависимость от q мак-
симального значения параметра малости max|e0| = |ec|, 
достигаемое в критической точке. Видим, что при 
q ≥ 6 величина этого параметра достаточно мала. 
Оценочные значения (16) находятся между экспе-
риментально измеренными точками для модели 
Изинга на гиперкубе и данными для решётки Бете, 
мало от них отличаясь.

Отметим, что в отличие от физических задач 
в нейросетевых приложениях важна прежде всего 
скорость алгоритма вычисления свободной энергии. 
Точность вычисления величины свободной энергии 
не столь важна и задаётся только точностью алго-
ритма обучения. В этом смысле рассматриваемое 
здесь приближение метода n-окрестности удовле-
творяет всем требованиям. Более того, ценность 
обсуждаемого метода обусловлена ещё и тем, что он 
позволяет проводить вычисление свободной энергии 
при наличии внешнего магнитного поля (наличие 
пороговых условий в нейросетевых задачах).
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We determined a small parameter that determines the possibility of using the n-vicinity 06_method to calculate 
the free energy of a spin system, and found the types of spin systems for which this method is applicable. It is 
shown that this method is applicable for the analysis of spin systems, where the number of nearest neighbors is 
greater than 16/3. 
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