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В данных прямого численного моделирования устойчиво-стратифицированного турбулентного течения 
Куэтта выделены два типа организованных структур —  валики, возникающие при нейтральной и близ-
кой к нейтральной стратификации, и слоистые структуры, проявляющиеся при увеличении статической 
устойчивости. Показано, что оба типа структур имеют пространственные масштабы и конфигурацию, 
совпадающие с масштабами и конфигурацией соответствующих оптимальных возмущений упрощённой 
линейной модели данного течения при тех же числах Ричардсона.
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МЕХАНИКА

1. Крупномасштабные организованные структуры 
на фоне мелкомасштабной турбулентности часто 
наблюдаются в геофизических пограничных слоях 
и вносят существенный вклад в обмен импульсом, 
теплом и влагой между атмосферой и подстилающей 
поверхностью. В некоторых случаях возникновение 
таких структур можно объяснить при помощи анализа 
гидродинамической устойчивости системы, линеа-
ризованной относительно среднего состояния и учи-
тывающей турбулентность путём введения коэффи-
циентов турбулентной вязкости и теплопроводности. 
В частности, этот анализ предсказывает образование 
валиков в турбулентном слое Экмана как рост не-
устойчивых мод, связанных с наличием точки пере-
гиба в профиле средней скорости [1, 2]. Однако 
во многих случаях механизм образования крупно-
масштабных структур остаётся необъяснённым, 
а средние течения, на фоне которых эти структуры 
наблюдаются, оказываются гидродинамически устой-
чивыми. Например, продольно-ориентированные 
валики в турбулентных плоско-параллельных ней-
трально-стратифицированных течениях, подобных 
течению Куэтта, не связаны с неустойчивыми модами 

оператора упрощённой задачи. Другим примером 
крупномасштабных структур, не имеющих объясне-
ния, являются слоистые структуры в поле темпера-
туры, наблюдаемые в природе и при прямом (DNS) 
или вихреразрешающем (LES) численном модели-
ровании устойчиво стратифицированной пристеноч-
ной турбулентности [3, 4]. Эти структуры проявля-
ются как наклонные слои жидкости со слабоустой-
чивой стратификацией, разделённые очень тонкими 
слоями с большими градиентами температуры.

В данной работе образование подобных структур 
объясняется возникновением и развитием опти-
мальных возмущений. В качестве объекта исследо-
вания выбрано устойчиво-стратифицированное 
турбулентное течение Куэтта (течение вязкой не-
сжимаемой жидкости в поле силы тяжести между 
двумя пластинами, движущимися в противополож-
ных направлениях, при охлаждении нижней плас-
тины и нагреве верхней). Для параметризации взаи-
модействия организованных структур с турбулент-
ностью используется традиционное диффузионное 
приближение, подразумевающее, что турбулентность 
и структуры разделены по пространственным и вре-
менным масштабам. Все необходимые параметры 
для расчёта оптимальных возмущений, в частности 
осреднённые профили скорости и температуры 
основного течения и коэффициенты турбулентной 
вязкости и теплопроводности, были получены 
по данным прямого численного моделирования. 
Оптимальные возмущения вычислялись на основе 
линейной модели с помощью технологии, разрабо-
танной и описанной в работах [5, 6].
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Отметим, что оптимальные и близкие к ним воз-
мущения широко используют в аэродинамике для 
объяснения докритического ламинарно-турбулент-
ного перехода (см. [7] и библиографию там). Их 
также использовали для объяснения возникновения 
крупномасштабных атмосферных явлений [8, 9] 
и крупных полосчатых структур (стриков) в турбу-
лентном пограничном слое [10] и для расширения 
ансамблей метеорологических прогнозов [11].

2. Рассмотрим в декартовых координатах х (про-
дольная), y (вертикальная), z (поперечная) движение 
вязкой несжимаемой жидкости в поле силы тяжести 
в бесконечном трёхмерном канале полувысоты h: 
− < <h y h. Нижняя стенка канала движется со ско-

ростью −





U 0

2
0 0, , ,   верхняя —  со скоростью 

U 0

2
0 0, , ,  





  и на стенках поддерживается темпера-

тура T1 < T2 соответственно.

Выбрав в качестве нормировки скорости U0 
и нормировки длины h, определим числа Рей-

нольдса, Прандтля и Ричардсона как Re ,= U h0

n
 

Pr = n
m

 и Ri
( )= −g T T h

T U
2 1

1 0
2  соответственно, где n —  

кинематическая вязкость, m —  коэффициент тем-
пературопроводности, g —  ускорение свободного 
падения, и далее будем использовать обезразмерен-
ные переменные.

Будем считать, что флуктуации скорости и тем-
пературы можно разделить на мелкомасштабные 
турбулентные флуктуации и возмущения крупного 
пространственного масштаба, проявляющиеся 
в виде организованных структур. Параметризуя все 
взаимодействия с мелкомасштабной турбулентно-
стью с помощью операторов турбулентной вязкости 
n( )y  и диффузии m( ),y  будем рассматривать задачу 
эволюции крупномасштабных составляющих тече-
ния относительно основного течения

 ( ( ), , , ( ), ( ))U y P y T y    0 0  (1)

с профилями продольной компоненты скорости 
U y( ) и температуры T y( ), совпадающими со сред-
ними турбулентными профилями, полученными 
в DNS-модели.

Нас будут интересовать малые возмущения вида

 ( , , ) Real{( , , ) }( )v v    p T p T ei x z= +
ag ag ag

a g  (2)

c комплексными амплитудами скорости vag, давле-
ния pag и температуры Tag, зависящими только 
от времени и вертикальной координаты. Здесь v = (u, 
v, w) —  вектор скорости, p —  давление, T —  темпе-

ратура, а a и g —  вещественные продольное и попе-
речное волновые числа соответственно.
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значениях a, g подскок Γmax
max ( )

( )
ag = 


t

0
 средней 

плотности

 ( ) Ri ,t
dT

dy
T dy= +

















−

−

∫1

2
1

1
2

1
2| | | |vag ag

полной энергии возмущения вида (2), где максимум 
берётся по всем t > 0 и всем начальным возмуще-
ниям, удовлетворяющим уравнению неразрывности, 
будем называть максимальной амплификацией пол-
ной энергии, а начальное возмущение, на котором 

достигается Γmax
ag , —  оптимальным возмущением. 

При этом, учитывая малость рассматриваемых воз-
мущений, мы будем вычислять максимальную ам-
плификацию и оптимальные возмущения на основе 
системы уравнений тепломассопереноса, линеари-
зованных отноcительно основного течения (1).

Профили скорости основного течения при числе 
Рейнольдса Re = 4 ⋅ 104 и числах Ричардсона Ri = 0,01 
(стратификация, близкая к нейтральной) и 0,03 
(устойчивая стратификации) изображены на рис. 1а 
пунктирной и сплошной линиями соответственно. 
На рис. 1б изображены соответствующие профили 
турбулентной вязкости. Профили температуры 
и теплопроводности выглядят подобным образом. 
Линии уровня максимальной амплификации при 
тех же числах Рейнольдса и Ричардсона изображены 
на рис. 2. Видно, что при Ri = 0,01 (рис. 2а) глобаль-
ная максимальная амплификация достигается на оп-
тимальном возмущении с a = 0 и g ≈ 1,0, а при 
Ri = 0,03 (рис. 2б) —  на оптимальном возмущении 
с a ≈ 0,4 и g ≈ 1,0. Расчёты оптимальных возмуще-
ний, проведённые для различных чисел Рейнольдса 

(2 10 64≤ ⋅ ≤−Re ) и Ричардсона (1 10 32≤ ⋅ ≤Ri ), вы-
явили существенное различие в форме оптимальных 
возмущений при нулевом и ненулевых значениях a. 
Оптимальные возмущения при a = 0 в момент мак-
симального подскока плотности их полной энергии 
представляют собой крупномасштабные валики 
в поперечном сечении канала, а оптимальные воз-
мущения при a ≠ 0 в момент максимального под-
скока плотности их полной энергии —  это наклон-
ные крупномасштабные слоистые структуры.

3. На рис. 3а изображено мгновенное векторное 
поле (w, v) скорости течения в одном из вертикаль-
ных сечений канала, вычисленное с помощью DNS-
модели при нейтральной стратификации (Ri = 0). 
Поле имеет случайный характер, и какие-либо ор-
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ганизованные структуры в нём не видны. Аналогич-
ная картина наблюдается и в других сечениях по x. 
После исключения мелкомасштабной компоненты 
течения путём осреднения вдоль оси x рассматри-
ваемое поле скорости преобразуется в чередующиеся 
по направлению вращения вихри приблизительно 
круглой формы, изображённые на рис. 3б. В трёх-
мерном пространстве эти структуры представляют 
собой спиралевидные вихри (валики). При ней-
тральной стратификации валики явно выражены 

и присутствуют в любой момент времени. С увели-
чением статической устойчивости их кинетическая 
энергия падает и появляются промежутки времени, 
на которых валики полностью затухают. В DNS-
расчётах ролики выделяются вплоть до значений 
числа Ричардсона Ri ≈ 0,015. Оптимальное возму-

щение, вычисленное при Ri = 0,01, a = 0, g π=
4

 в мо-

мент максимального подскока энергии и изобра-
жённое на рис. 3в, имеет аналогичную простран-
ственную структуру.
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Рис. 1. Профили скорости основного течения (а) и турбулентной вязкости (б) при Re = 4 ⋅ 104 и Ri = 0,01 (пунктирные 
линии), Ri = 0,03 (сплошные линии).
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Рис. 2. Линии уровня максимальной амплификации Γmax
ag  в плоскости (a, g) при Ri = 0,01 (а) и 0,03 (б).
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При Ri = 0,03 в поле температуры на фоне турбу-
лентности заметны крупные наклонные слоистые 
структуры (рис. 4а, где изображены изолинии тем-
пературы в одном из вертикальных сечений канала). 
Для того чтобы выделить эти крупные структуры, 
мы выполнили двумерное преобразование Фурье 
по горизонтальным переменным и рассмотрели 
крупномасштабные гармоники. Было обнаружено, 
что каждой такой гармонике соответствует подобное 
ей по структуре оптимальное возмущение линеари-
зованной модели в момент максимальной ампли-
фикации. В качестве примера на рис. 4б приводится 
одна из крупномасштабных гармоник, а на рис. 4в —  

соответствующее ей оптимальное возмущение ли-
неаризованной модели. На обоих рисунках видны 
крупномасштабные слои, имеющие идентичный 
наклон. Аналогичная картина наблюдалась и для 
других крупномасштабных гармоник.

4. Представленные в данной работе результаты 
позволяют заключить, что как валики, так и слои-
стые структуры, наблюдаемые в устойчиво-страти-
фицированном турбулентном течении Куэтта, имеют 
пространственные масштабы и конфигурацию, сов-
падающие с масштабами и конфигурацией соответ-
ствующих оптимальных возмущений линейной 
модели. При больших числах Ричардсона наи-
большая максимальная амплификация в линейной 
модели достигается на слоистых структурах, а при 
стратификации, близкой к нейтральной, —  на ва-
ликах. Тип крупномасштабных организованных 
структур в DNS при различных числах Ричардсона 
соответствует типу вычисленных оптимальных воз-
мущений.

Источники финансирования. Расчёт оптимальных 
возмущений выполнен при финансовой поддержке 
Российского научного фонда (проект № 17–71–
20149), прямое численное моделирование выпол-
нено при финансовой поддержке Российского на-
учного фонда (проект № 17–71–20149) на оборудо-
вании Центра коллективного пользования сверх-
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Рис. 3. Поле поперечной и вертикальной компонент 
скорости: а — мгновенное поле, рассчитанное с по-
мощью DNS-модели при нейтральной стратифика-
ции, в одном из вертикальных сечений канала; б — 
результат осреднения этого поля вдоль оси x ; в — 

оптимальное возмущение при Ri = 0,01, a = 0, g π=
4

 

в момент наибольшего подскока энергии.
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Рис. 4. Поле температуры при Ri = 0,03: а — мгновен-
ное поле температуры, рассчитанное с помощью 
DNS-модели, в одном из продольных сечений канала; 
б — крупномасштабная гармоника, выделенная 
из этого поля двумерным преобразованием Фурье; 
в — температура оптимального возмущения при 

a π=
3

, g π=
4

 в момент наибольшего подскока энер-

гии.
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сурсами МГУ им. М. В. Ломоносова.
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OPTIMAL DISTURBANCES OF STABLY STRATIFIED  
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Direct numerical simulation data of a stably stratified turbulent Couette flow contains two types of organized 
structures: the rolls that arise at neutral and close to neutral stratification, and the layered structures, which 
manifest themselves as the static stability increases. It is shown that both types of structures have spatial scales 
and forms that coincide with the scales and forms of the corresponding optimal disturbances of the simplified 
linear model of the Couette flow with the same Richardson numbers.

Keywords: stratified turbulent Couette flow, small-scale turbulence, large-scale structures, direct numerical 
simulation, optimal disturbances, energy amplification.


