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В сообщении изучается задача Канторовича оп-
тимальной транспортировки с параметром. Кроме 
того, нами получены широкие достаточные условия 
существования собственных условных мер, изме-
римо зависящих от параметра в случае параметри-
ческих семейств мер и отображений. Эти результаты 
дают положительные ответы на вопросы, постав-
ленные С. Б. Куксиным.

Для двух заданных вероятностных пространств 
( , , )X X   B m  и ( , , )Y Y   B n  и неотрицательной B BX Y⊗ - 
измеримой функции h на X × Y (называемой функ-
цией стоимости) задача Канторовича (см. [1–3]) 
состоит в том, чтобы найти инфимум интеграла

  I hdh( ) :s s= ∫
по всем вероятностным мерам s на B BX Y⊗  с про-
екциями m и n на сомножители. Этот инфимум обо-
значается через

  K h( , )m n 

и называется стоимостью транспортировки для h, 
m, n. Если этот инфимум достигается (является ми-
нимумом, что имеет место при широких предполо-
жениях), то минимизизующие меры называются 
оптимальными мерами. Меры m и n называются 
маргинальными распределениями.

Предположим теперь, что (T, T ) —  измеримое 
пространство и для каждого t имеются маргинальные 
вероятностные меры mt и nt (которые зависят от t 
измеримо в том смысле, что функции t At� m ( ) яв-

ляются T-измеримыми для всех A X∈B  и аналогично 
для nt), а также что функция стоимости измеримо 
зависит от параметра t, т. е.

  h T X Y:  × × → +[ , )0 ¥

есть T B B⊗ ⊗X Y -измеримая функция. Положим

  h x y h t x yt ( , ) : ( , , ).     =

Таким образом, получаем задачу Канторовича с па-
раметром. Виллани [3] рассмотрел случай, когда 
только маргинальные распределения зависят от па-
раметра (и являются борелевскими мерами на поль-
ских пространствах), но функция стоимости не за-
висит от параметра. Работа [4] имеет дело со случаем 
функций  стоимости  типа  метрик  (таких,  что 
h x y u x u y( , ) sup ( ) ( ),  | |= -  где sup берётся по ограни-
ченным непрерывным функциям u с | |u x u y( ) ( )- ≤  
≤ h x y( , ))   на довольно общих пространствах. В ней 
установлены существование измеримого выбора 
оптимальной меры и измеримость минимума Кан-
торовича, однако эта измеримость получена отно-
сительно s-алгебры универсально измеримых мно-
жеств, но не относительно борелевской s-алгебры. 
Аналогичные результаты содержатся также в [5, 
п. 3.4 и 7.1]. Работа [6] содержит результат для не-
прерывных функций стоимости на польских про-
странствах X и Y и произвольного измеримого про-
странства T, но в обосновании имеется пробел, 
а действительно доказанный факт таков: если мы 
рассмотрим пространство M C X Y= ×( ) с борелев-
ской s-алгеброй, соответствующей метрике

  d f g f z g zM
n

z Bn n

( , ) min , sup ( ) ( ) ,    | |= -( )-

∈=
∑2 1

1

¥

где {Bn} —  фиксированная последовательность воз-
растающих шаров с объединением X Y× , и каждой 
тройке (h, m, n) с неотрицательной функцией h M∈  
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сопоставим множество Opt( , , )h    m n  всех оптималь-
ных мер, то найдётся выборка, измеримая относи-
тельно  s-алгебр  B B P B P( ) ( ( )) ( ( ))M X Y⊗ ⊗   и 
B P( ( )).X Y×  Однако это не влечёт измеримость, 
утверждающуюся в [6] (измеримость относительно T 
для общей s-алгебры T), поскольку отображение 
t h t� ( , , )⋅ ⋅   может  не  быть  измеримым  относи-
тельно T и B(M) при единственном предположении, 
что функция h измерима на T X Y× × . Дело в том, 
что для некомпактных пространств Z борелевская 
s-алгебра  пространства  Cb(Z)  с  его  sup-нормой 
не  порождается  функционалами  вычисления 
z f z� ( ). Следствием этого в ситуации [6] оказыва-
ется то, что предполагаемая измеримость функции 
стоимости недостаточна для применимости уста-
новленного результата о выборке. Однако нами по-
казано в теореме 1, что основной результат из [6] 
верен. Более того, нами показано, что оптимальные 
транспортировки могут быть выбраны борелевски 
измеримо относительно параметра для полунепре-
рывных снизу функций стоимости вместо непре-
рывных, при условии, что T —  суслинское простран-
ство с его борелевской s-алгеброй.

Пусть X —  топологическое пространство. Его 
борелевская s-алгебра обозначается через B(X). Про-
странство ограниченных непрерывных функций 
на X с его sup-нормой обозначается через Cb(X).

Если (T, T ) —  измеримое пространство (т. е. T —  
s-алгебра), то отображение  f T X:  →  называется 
T-измеримым (или ( , ( ))T B  X -измеримым), если 

f B- ∈1( ) T  для всех B X∈B( ).

Напомним, что пространство, гомеоморфное 
полному сепарабельному метрическому простран-
ству, называется польским. Хаусдорфово простран-
ство, являющееся образом полного сепарабельного 
метрического пространства при непрерывном ото-
бражении, называется суслинским или аналитиче-
ским (см. [7]). Если такое отображение может быть 
выбрано взаимно однозначным, то X называют лу-
зинским пространством. Борелевской мерой назы-
вают конечную меру на B(X ). Знакопеременная 
борелевская  мера  m  может  быть  записана  как 

m m m= -+ -, где m+ и m- —  взаимно сингулярные не-
отрицательные  борелевские  меры.  Мера  |m|  = 

= ++ -m m  называется полной вариацией m, а число 
|| || | |m m= ( )X  называется нормой полной вариации или 
вариационной нормой. Борелевская мера m назы-
вается радоновской, если для каждого борелевского 
множества B и каждого e > 0 есть такое компактное 
множество K Be ⊂ ,  что | |m ee( \ ) .B K <   На суслин-
ских пространствах все борелевские меры радоновы.

Образ меры m на X относительно измеримого 

отображения  f X Y:  →  обозначается через m � f -1 
и определяется равенством

  m m� f E f E E Y- -= ∈1 1( ) ( ( )), ( ).  B

Обозначим через P(X) пространство всех боре-
левских вероятностных мер на X. Это пространство 
рассматривается со слабой топологией (см. [8]) и со-
ответствующей борелевской структурой. Для вполне 
регулярного суслинского пространства X простран-
ство P(X) также является вполне регулярным су-
слинским; если X —  польское пространство, то P(X) 
тоже польское. Эти факты можно найти в [7, гл. 8] 
или в [8, гл. 5]. Для вполне регулярного суслинского 
пространства X отображение m X:   ( , ) ( )W E → P  из 
измеримого пространства (W, E) измеримо в точ-
ности тогда, когда все функции

  ω ϕ ω ϕ� ( ) ( )( ), ( ),x m dx C X
X

b∫ ∈   

измеримы относительно E.

Всюду ниже X и Y будут вполне регулярными 
суслинскими пространствами, в некоторых утверж-
дениях они будут польскими пространствами. Через 
pX и pY обозначим проекции из X Y×  на X и Y. Для 
всякой пары мер m ∈P( )X  и n ∈P( )Y  множество

 Π( , ) { ( ) , }m n s s p m s p n  :   = ∈ × = =- -P X Y X Y� �1 1

выпукло и компактно в слабой топологии. Это мно-
жество непусто: оно всегда содержит произведение m 
и n.

Функция f полунепрерывна снизу, если множе-
ства { }f c≤  замкнуты. Для заданных полунепрерыв-
ной  снизу  функции  h ≥ 0  на  X Y×   и  пары  мер 
m ∈P( )X  и n ∈P( )Y  в описанной выше задаче Кан-
торовича нахождения инфимума K h( , )m n   величины 
Ih(s) по всем мерам s m n∈ Π( , )   достигается мини-
мум, если есть мера s m n∈ Π( , )    с I h( )s < ¥  (что 
всегда выполнено, если функция h ограничена).

Пусть (T, T ) —  измеримое пространство. В случае 
когда T —  топологическое пространство, мы пред-
полагаем, что T есть его борелевская s-алгебра B(T). 
Предположим также, что

  h T X Y:  × × → +[ , )0 ¥

есть такая T B B⊗ ⊗( ) ( )X Y -измеримая функция, 
что функция h x y h t x yt :       ( , ) ( , , )�  полунепрерывна 
снизу для каждого t.

Пусть t t� m , T X→ P( ) —  ( , ( ( )))T B P  X -измери-
мое отображение и t t� n , T Y→ P( ) —  ( , ( ( )))T B P  Y - 
измеримое отображение.
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Те о р е м а   1. Пусть X и Y —  польские простран-
ства. Предположим, что стоимости транспорти-
ровки K t K h t tt

( ) : ( , )= m n   конечны и функции стоимо- 
сти h x y h t x yt :       ( , ) ( , , )�  непрерывны. Тогда функ- 
ция K является ( , ( ( )))T B P  X Y× -измеримой. Кроме 
того, можно выбрать оптимальные меры st так, что 
отображение t t� s  будет измеримым относительно 
T и B P( ( ))X Y× .

В следующей теореме снято предположение не-
прерывности функций стоимости, но требуется, 
чтобы T было суслинским пространством.

Те о р е м а   2. Предположим, что T —  суслинское 
пространство, X и Y —  польские пространства, t t� m  
и t t� n  —  борелевские отображения в пространства 
P(X) и P(Y), причём соответствующие стоимости 
транспортировки K h t tt

( , )m n   конечны. Тогда функция 
t K h t tt
� ( , )m n   борелевски измерима и существует 

отображение t t� s , T X Y→ ×P( ), измеримое от-
носительно B(T) и B P( ( )),X Y×  такое, что для всех 
t T∈  имеем

 s m n s m nt t t t h t th t x y dxdy K
t

∈ =∫Π( , ), ( , , ) ( ) ( , ).           

С л е д с т в и е   1. В предыдущей теореме суще-
ствует последовательность борелевски измеримых 
отображений Φn T X Y:  → ×P( )  такая, что для  
каждого t T∈  последовательность { ( )}Φn t  плотна 
в выпуклом компактном множестве Mt всех ht-опти-
мальных мер в Π( , )m nt t  .

С л е д с т в и е   2. В предыдущей теореме оптималь-
ные меры st допускают дезинтегрирования

  s s nt t
y

t
Y

dy= ∫ ( )

с борелевскими вероятностными мерами st
y на X, ко-

торые борелевски измеримы по (t, y).

Для суслинских пространств X и Y имеется сле-
дующий результат.

Те о р е м а   3. Пусть X и Y —  вполне регулярные 
суслинские пространства и T —  суслинское простран-
ство. Пусть функции ( , ) ( , , )x y h t x y     �  непрерывны 
для всех t и отображения t t� m  и t t� n  борелевски 
измеримы. Тогда функция t K t� ( ) измерима относи-
тельно s-алгебры s( ( )), T  порождённой суслинскими 
множествами в T.

Доказательства основных результатов основаны 
на ряде лемм и будут опубликованы в подробной 
работе.

Л е м м а   1. Пусть h ≤ 1. Тогда для всех m1, m2 ∈P(X) 
и n n1 2, ( )  ∈P Y  имеем

 |     | || || || ||K Kh h( , ) ( , ) .m n m n m m n n1 1 2 2 1 2 1 2- ≤ - + -

Напомним, что отображение Y из измеримого 
пространства (T, T ) во множество непустых под-
множеств топологического пространства X называ-
ется измеримым, если для всякого открытого мно-
жества U X⊂  множество { ( ) }t t U: Y ∩ ≠ f  входит в T.

Л е м м а   2. Предположим, что (T, T ) —  измеримое 
пространство, Z —  польское пространство, отобра-
жение t t� m  из T в P(Z ) измеримо относительно T 
и B(P(Z )). Тогда для каждого t существует последо-
вательность возрастающих компактных множеств 
Z t Zn( ) ⊂  таких, что множества ({ } ( ))t Z tn

t

×∪  вхо-

дят в T B⊗ ( ),Z  многозначные отображения t Z tn� ( ) 
являются T-измеримыми, нормированные ограничения 

mt
n мер mt  на Z tn( ) задают отображения t t

n� m  из T 
в P(Z ), измеримые в том же смысле, причём 

|| ||m mt
n

t- → 0.

То же самое верно, если Z —  вполне регулярное лу-
зинское пространство. Значит, утверждение оста-
ётся в силе, если Z —  борелевское подпространство 
польского пространства.

Л е м м а   3. Предположим, что (T, T ) —  измеримое 
пространство, X и Y —  польские или лузинские про-
странства, t t� m  и t t� n  являются T-измеримы- 
ми отображениями в P(X) и P(Y). Пусть функ- 
ции ( , ) ( , , )x y h t x y     �  полунепрерывны снизу и 

K h t tt
( , )m n  < ¥ для каждого t. Тогда для мер mt

n и nt
n 

из предыдущей леммы, применяемой к mt и nt, имеем

  K K t Th t t
n

h t
n

t
n

t t
( , ) lim ( , ) .m n m n       = ∀ ∈

→¥

Л е м м а   4. Предположим, что Z —  борелевское 
множество в полном сепарабельном метрическом про-
странстве с метрикой d, T —  суслинское простран-
ство и h T Z:   × → [ , ]0 2  —  борелевская функция, по-
лунепрерывная снизу по второй переменной, обладаю-
щая следующим свойством: для каждого t есть ком-
пактное множество Z Zt ⊂  такое, что h t z( , ) [ , )   ∈ 0 1  
при z Zt∈  и h t z( , )  = 2 при z Z Zt∈ \ . Тогда найдётся 
последовательность борелевских отображений 
ψ j T Z:  →  таких, что

 
inf{ ( , ) ( , ) }

inf[ ( , ( )) ( , ( ))]
h t z d x z z Z

h t t d x t
j

j j

    : 
      

+ ∈ =
= +ψ ψ     ∀ ∈ ∈x Z t T, .

Л е м м а   5.  При предположениях предыдущей 
леммы найдётся последовательность борелевских 
функций h T Zn:   × → [ , ]0 2  таких, что h hn n≤ +1,  
h t z h t z

n
n( , ) lim ( , )   =

→¥
 и функции z h t zn� ( , )   ограни-

чены и липшицевы при каждом t.

Л е м м а   6. Предположим, что полунепрерывные 
снизу функции стоимости hn ≥ 0 возрастают пото-

  О ЗАДАЧЕ КАНТОРОВИЧА С ПАРАМЕТРОМ  357

ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК том 487 № 4 2019



чечно к функции h c K h( , ) .m n  < ¥  Пусть pn ∈ 
∈ Π( , )m n   —  оптимальные меры для hn, сходящиеся 
слабо к мере p. Тогда p —  оптимальная мера для 
тройки h, m, n. Кроме того, 

 K K Ih
n

h
n

h nn n
( , ) lim ( , ) lim ( )m n m n p   = =

→ →¥ ¥
.

Пусть M(X) —  пространство всех знакоперемен-
ных мер на X со слабой топологией.

Л е м м а   7. Пусть (T, T ) —  измеримое простран-
ство, X —  вполне регулярное суслинское пространство 
и t t n� m , , T X→ M( ) —  такая последовательность 
T-измеримых отображений, что последовательность 
мер { },mt n  имеет слабо компактное замыкание (напри-
мер, равномерно плотна) для каждого фиксированного 
t T∈ . Тогда найдётся такая последовательность  
T-измеримых функций t tk� h ( ) со значениями в N, 
что для всякого t числа hk t( ) возрастают к бесконеч-
ности и последовательность мер m ht tk, ( ) сходится к не-
которой мере mt такой, что отображение t t� m  яв-
ляется T-измеримым.

При изучении оптимальных мер часто прихо-
дится иметь дело с условными мерами. Известно, 
что для всякой борелевской вероятностной меры m 
на суслинском пространстве X и всякого борелев-
ского отображения f из X в суслинское простран-

ство Y на множествах  f y-1( ) уровня можно задать 
борелевские вероятностные меры my, называемые 
условными мерами, порождёнными  f, которые обла-
дают следующими свойствами:

1)  меры my сосредоточены на  f y-1( ) для всякого 
y f X∈ ( ), т. е.

  m y f y y f X( ( )) , ( );- = ∈1 1  

2)  функции y By� m ( ), где B X∈B( ), измеримы 
относительно s-алгебры s( ( )), X  порождённой 
классом суслинских множеств в X;

3)  для всех борелевских множеств B X⊂  и E Y⊂  
выполнено равенство

  m m m( ( )) ( ) ( ).B f E B f dyy

E

∩ =- -∫1 1�

Условные меры с этими свойствами называются 
регулярными собственными условными вероятно-
стями. Про условные меры см. [7, 9] (связь с поверх-
ностными мерами обсуждается в [10]).

Как и в задаче Канторовича, если m и f зависят 
от параметра z, возникает вопрос, можно ли выбрать 

условные меры m z
y, измеримо зависящие от (y, z). 

Положительный результат был получен в [11] (см. 
также [12]), но, как и выше, он дан в терминах из-

меримости относительно продолжения борелевской 
s-алгебры, порождённого суслинскими множе-
ствами. Пусть X, Y, Z —  вполне регулярные суслин-
ские пространства.

Те о р е м а   4. Предположим, что дано борелевское 
отображение

  f x z f x X Z Yz:       ( , ) ( ), .� × →

Предположим также, что для каждого z ∈ Z дана 
борелевская вероятностная мера mz на X такая, что 
отображение

  z Z Xz� m , ( )    → P

борелевски измеримо или,  более общим образом, 
( ( ( )), ( ( )))s S B PZ X  -измеримо.  Тогда для всех пар 
( , )m z zf    существуют собственные условные меры 

{ }m z
y

y Y∈  на X такие, что для всякого борелевского мно-
жества B в X функция

  ( , ) ( )y z Bz
y  � m

на Y Z×   измерима относительно  s-алгебры 
s( ( )), Y Z×  что равносильно измеримости отобра-
жения

  ( , ) , ( )y z Y Z Xz
y     � m × → P

при наделении Y Z×  s-алгеброй s( ( )) Y Z×  и P(X) 
борелевской s-алгеброй.

Те о р е м а   5. Предположим, что в предыдущей 
теореме для каждого z отображение f X Yz :  →  есть 
борелевская сюръекция, обладающая правым обратным 
отображением gz таким, что отображение 
( , ) ( )y z g yz  �  борелевски измеримо; например, ото-
бражение f X Y:  →  не зависит от z и является боре-
левской сюръекцией, обладающей борелевским правым 
обратным отображением g. Пусть z z� m  тоже из-
меримо по Борелю. Тогда существует совместно бо-

релевская версия условнных мер m z
y.

В частности, это верно, если X есть произведение 
двух вполне регулярных суслинских пространств X1 
и X2,  f есть стандартная проекция на X2 и отображе-

ние z z� m  борелевски измеримо.

Заметим, что в случае пространства-произведе-
ния X = X1 × X2 и проекции pX 2

 на X2 иногда удобнее 
рассматривать условные меры на общем простран-

стве X1 вместо слоёв X x x X XX1 2
1

2 1 22
× = ⊂ ×-{ } ( ) .p  

Оба представления эквивалентны и легко могут пе-
реходить от одного к другому.

Утверждение с одним отображением f, не зави-
сящим от параметра, допускает обобщение.
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С л е д с т в и е   3. Пусть X1 и X2 —  вполне регулярные 
суслинские пространства, (T, T ) —  измеримое про-
странство и t t� m  —  отображение из T в P( ),X X1 2×  
измеримое относительно T и B P( ( )).X X1 2×  Тогда 
существует отображение

  ( , ) ( ),t x Xt
x  2 1

2� m ∈P

измеримое относительно T B⊗ ( )X 2  и B P( ( )),X1  та-

кое, что меры mt
x2 служат условными мерами для mt 

и проекции на X2.

Следующая параметрическая версия так называ-
емой леммы о склеивании была отмечена в [13, тео-
рема 7.3] (для польских пространств).

С л е д с т в и е   4. Пусть X1, X2, X3 —  вполне регу-
лярные суслинские пространства, (T, T ) —  измеримое 
пространство и

 
t T X X

t T X X
t

t

�
�

m
m

1 2 1 2

2 3 2 3

, ,

, ,

, ( ),
, ( )
   

   

→ ×
→ ×
P
P

такие T-измеримые отображения, что для каждого t 
проекции m1,2,t и m2,3,t на X2 совпадают. Тогда суще-
ствует такое T-измеримое отображение t t� h  из T 
в P( ),X X X1 2 3× ×  что для каждого t проекция меры ht 
на X1 × X2 есть m1,2,t, а проекция на X2 × X3 есть m2,3,t.

Теперь мы увидим, что существование совместно 
борелевских условных мер, зависящих от пара-
метра z, влечёт некоторые ограничения на отобра-
жения fz, так что совместная борелевская измери-
мость не всегда может быть гарантирована. Этот 
факт представляет собой параметрическую версию 
известного результата из [14].

П р е д л о ж е н и е   1. Пусть X, Y, Z —  польские 
пространства. Предположим, что существует со-

вместно борелевская версия условных мер m z
y, сосредо-

точенных на множествах f yz
-1( ) при всех y Y∈  и 

z Z∈ . Тогда найдётся такое борелевское отображение 
g Z Y X:  × → ,  что f g z y yz ( ( , ))  =  для всех y Y∈  
и z Z∈ .

Известно, что в общем случае нет отображения g 
с указанными свойствами (см., например, [7, § 6.9]).
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