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В настоящем сообщении исследуется стацио-
нарное уравнение Колмогорова

  ∆r r- =div( ) ,b 0   (1)

где b x b xi
i d( ) ( ( ))= ≤ ≤1  и b Ci d∈ ¥( ).�  Так как всякое 

обобщённое решение r уравнения (1) является бес-
конечно гладкой функцией, то далее считаем, что 

r ∈ C d¥( )� , и рассматриваем уравнение (1) как клас-
сическое эллиптическое уравнение в частных про-
изводных. Под вероятностным решением мы пони-
маем неотрицательное решение с единичным ин-
тегралом по всему пространству. Проблема един-
ственности вероятностного решения, поставленная 
ещё А. Н. Колмогоровым (см. [1]), до сих пор не ре-
шена окончательно. В работе [2] были построены 
первые примеры, когда уравнение (1) имеет по край-
ней мере два вероятностных решения. В работе [3] 
впервые построены примеры, когда симплекс веро-
ятностных решений имеет бесконечную размер-
ность. Наконец в недавней работе [5] показано, что 
на R2 при некоторых дополнительных условиях 
из существования двух вероятностных решений сле-
дует существование бесконечного числа линейно 
независимых вероятностных решений уравнения 
Колмогорова. 

До сих пор остаётся открытым вопрос о том, мо-
жет ли симплекс вероятностных решений иметь 
конечную размерность, большую единицы. Доста-
точные условия единственности вероятностного 
решения представлены в работах [2, 6]. Кроме того, 
систематическое изложение теории уравнений Фок-
кера—Планка—Колмогорова дано в [8].

В работе предлагается новый метод построения 
примеров неединственности, принципиально от-
личающийся от предложенного в [3]. Основная 
идея состоит в сведении (с помощью подходящей 
замены координат) задачи о единственности ре-
шения на всём Rd к задаче о единственности ре-
шения на ограниченной области. После замены 
координат уравнение сохраняет вид уравнения 
Колмогорова,  но  становится  вырожденным, 
а именно появляется непостоянная матрица диф-
фузии (коэффициенты при производных второго 
порядка), которая обращается в нуль на границе 
области. В этой ситуации особую роль играет по-
ведение возле границы области коэффициентов 
уравнения при производных первого порядка, т. е. 
коэффициента сноса. В исходной системе коор-
динат это соответствует поведению векторного 
поля b на бесконечности. Несмотря на вырождение 
матрицы диффузии, при правильном поведении 
коэффициента сноса можно ставить задачу Ди-
рихле с граничным условием на некоторой части 
границы области. Выбирая различные граничные 
условия, можно получать линейно независимые 
решения, которые после обратной замены коор-
динат перейдут в линейно независимые вероят-
ностные решения уравнения (1). Теории вырож-
денных эллиптических уравнений посвящена об-
ширная литература, в том числе [9–11]. Схожие 
вопросы в случае дивергентных и бездивергентных 
эллиптических уравнений на ограниченной об-
ласти изучались В. В. Жиковым и Н. С. Надираш-
вили (см. [7, 12]).

Для упрощения изложения рассмотрим случай 
d  =  2.  Сделаем  замену  координат  Y:  y x1 1= ψ( )  
и y x2 2= ψ( ), где ψ( ) arctgt t= . Заметим, что
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; .   Пусть J —  матрица Якоби замены x = 

= Y-1(y). Тогда после замены переменной получим 
на области G вырожденное эллиптическое уравнение

∂ + ∂ - ∂ - ∂ =y y y yA A B B
1 2 1 2

2 1 2 2 1 2 0( ) ( ) ( ) ( )s s s s   (2)

относительно функции
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Положим

  M t t M t t1 2( ) arctg , ( ) arctg ,= - =p    

 

b x x
M x x

x

x M x
x

x

i i i i

i

i i i
i

i

( , )
( ) ( )

( )

( ) ( ) ,

1 2

2
21

2

1

 

  

= + ′′
′

=

= + -
+

ψ
ψ

    i = 1 2, .

Тогда B x x x M xi
i i i( , ) ( ) ( )1 2 2  = ′′ +ψ  или в координа- 
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Продолжим B1 на | |y1 2
≥ p

 функцией y1 - p, а B2 про-

должим на | |y2 2
≥ p

 функцией y2. Тогда B1 и B2 дважды 

непрерывно дифференцируемы на R2. Функции A1 

и A2 продолжаем нулём на | |y1 2
≥ p

 и | |y2 2
≥ p

 соответ-

ственно и получаем дважды непрерывно дифферен-
цируемые функции на R2. Перепишем уравнение (2) 
в виде классического эллиптического уравнения:

 L y y y ys α s α s β s β s gs= ∂ + ∂ + ∂ + ∂ + =1 2
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Определим знак g. Имеем
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Для корректной постановки задачи Дирихле на G 
необходимо исследовать поведение функции (см. [9]):

  j β α n β α n= - ∂ + - ∂( ) ( ) ,1 1
1

2 2
21 2y y

где n —  внутренняя нормаль к ∂G. Функция j опре-
делена всюду на ∂G, кроме четырёх вершин квад-
рата G. Обозначим через S0, S1 и S2 множества то-
чек ∂G, в которых j = 0, j > 0 и j < 0 соответственно. 

Заметим, что в нашем случае ∂ =y
i

i
α 0 и β1 1= -B , 

β2 2= -B  на границе G. Следовательно, принадлеж-
ность  точки  границы  к  множествам  S0,  S1  и  S2  

полностью  определяется  значениями  B y y1
1 2( , )   

и B y y2
1 2( , )   при y1 2

→ ± p
 и y2 2

→ ± p
. Несложно про-

верить,  что  S0 = f,   S2 2 22 2 2
= 
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и остальная часть границы (за исключением вершин 
квадрата) относится к S1.

Пусть x G∈ ∂  и в некоторой окрестности этой 
точки ∂G задаётся равенством F = 0, где F —  дважды 
непрерывно дифференцируемая функция и F > 0 
внутри G. Важную роль при изучении задачи Ди-
рихле для вырожденного уравнения играет знак 
выражения LF(x). В рассматриваемой ситуации знак 
LF(x) совпадает со знаком j(x).

Пусть g —  дважды непрерывно дифференциру-
емая положительная функция на R2. Рассмотрим 
задачу Дирихле

  Lu Lg u= - =, .  S2
0   (3)

Следуя [9], под слабым решением понимаем огра-
ниченную измеримую функцию u на G такую, что

  uL dx Lg dx
G G

* ( )v v∫ ∫= -

для всякой функции v ∈ ∪ ∂C G G2( ) такой, что v = 0 
на ∂G \ S2.

Для обоснования существования решения данной 
задачи применяем теорему 1.5.5 из [9], условия ко-
торой в нашей ситуации выполнены: область G яв-
ляется кусочно-гладкой в смысле определения из [9], 
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функция -Lg —  ограниченная и измеримая в G (бо-
лее того, она непрерывна в G G∪ ∂ ), g = - <2 0, вы-
ражение LF неположительно во внутренних точках 
S S2 0∪  (выражение LF было определено выше). 
Таким образом, существует ограниченное решение u.

Покажем, что u g+ ≥ 0. В доказательстве тео-
ремы 1.5.5 в [9] искомое решение строится как сла-

бый предел в L2( )Ω  при e → 0 классических реше-
ний ue уравнений L u L ge e e= -  на областях Ge c гра-
ничным  условием  ue  =  0  на  ∂Ge.  Здесь  e >  0, 
L Le e= + ∆ и Ge —  сглаженная в окрестности вершин 
граница квадрата (точное определение дано в [9]). 
Так как u ge + > 0 на ∂Ge, то согласно принципу мак-
симума u ge + ≥ 0 в Ge. Следовательно, их предел u + g 
является неотрицательной функцией.

Проверим, что если  g ≠ 0  на S2, то равенство 
u = -g невозможно. Действительно, для функции g 

и всякой функции v ∈ ∪ ∂C G G2( ) такой, что v = 0 
на ∂G \ S2, имеет место равенство

  gL dx Lgdx gdx
G G

* .v v v∫ ∫ ∫= - j
S2

Напомним, что j p= -
2

 на S2 и g ≠ 0 на S2. Следова-

тельно, равенство из определения решения u не мо-
жет выполняться для всех v, так как интеграл по S2, 
вообще говоря, не равен нулю.

Теперь покажем, как построить линейно незави-
симые  решения.  Предположим,  что  функции 
g gN1, ...,     линейно независимы на S2 и u1, ..., uN —  
соответствующие решения задачи Дирихле (3). До-
кажем, что u g u gN1 + +, ...,     линейно независимы 
на G. Для всяких чисел l2, ..., lN функция

  u u u uN N= - - -1 2 2l l...

является решением задачи Дирихле (3) с нулевым 
граничным условием на S2 и правой частью -Lg, где

  g g g gN N= - - -1 2 2l l... .

Если u g u g u gN N N1 1 2 2 2+ = + + + +l l( ) ... ( ), то u = 
= -g, а это невозможно.

Таким образом, выбирая линейно независимые 
на S2 положительные функции g1, ..., gN, можно по-
строить ограниченные неотрицательные линейно 
независимые решения s s1 1 1= + = +u g u gN N N, ...,     
уравнения (2) на G. В частности, все решения si 
интегрируемы на G. Домножая эти функции на под-
ходящие константы, можно считать, что интегралы 
от si по G равны единице. Возвращаясь к старым 
координатам, получаем линейно независимые ве-

роятностные решения ri уравнения (1). Действи-
тельно, ri задаются равенствами

 
r

s ψ ψ ψ ψ
i

i

x x

x x J x x

( , )

( ( ), ( )) ( ( ), ( )) ,
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2
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из которых видно, что линейная зависимость ri 
влечёт  линейную  зависимость  si.  Кроме  того, 
по формуле замены переменных в интеграле полу-
чаем

  1 1 2 1 2 1 2
2

= = =∫ ∫ ∫s r ri
G

i
G

idy dy J dy dy dx dx| |
�

.

Итак, доказано следующее

П р е д л о ж е н и е   1. Уравнение Колмогорова (1), 
в котором векторное поле b задано формулами

  b x x x x
x

x
1

1 2 1
2
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1
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1
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имеет бесконечномерный симплекс вероятностных 
решений.

Отметим, что в построенном примере компо-
нента b1 векторного поля b зависит только от x1, 
b2 —  только от x2. Несложно проверить, что одно-
мерные уравнения Колмогорова с коэффициен-
тами b1 и b2 имеют вероятностные решения u(x1) 
и w(x2), а произведение u(x1)w(x2) является вероят-
ностным решением уравнения c векторным полем b. 
Однако помимо этого решения уравнение имеет ещё 
бесконечно много линейно независимых вероят-
ностных решений.

Следуя изложенной схеме, можно построить це-
лую серию примеров. Естественно возникает сле-
дующий вопрос. Для всякого ли уравнения (1), име-
ющего несколько вероятностных решений, можно 
подобрать такую область и замену координат, что 
для соответствующего вырожденного уравнения 
можно корректно поставить задачу Дирихле? Этот 
вопрос представляет интерес и для уравнений, в ко-
торых уже известно, что симплекс вероятностных 
решений имеет бесконечную размерность.

Источник финансирования. Работа поддержана 
грантами РФФИ 18–31–20008 и DFG RO 1195/12-1.
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In this paper we propose a new method of constructing examples of nonuniqueness of probability solutions by 
reducing the stationary Fokker—Planck—Kolmogorov equation to a degenerate elliptic equation on a bounded 
domain.
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