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Рассмотрена задача о возбуждении волн на поверхности слоя воды, расположенного на упругом осно-
вании. Предполагается, что источник возбуждения располагается внутри упругого полупространства. 
Используется подход Г.С. Подъяпольского, основанный на изучении решений совместной линейной 
системы уравнений теории упругости в полупространстве и теории волн в жидкости, связанных на гра-
нице раздела соответствующими граничными условиями. На основе полученного ранее упрощённого 
дисперсионного соотношения для водяной моды, учитывающего влияние упругого основания, выведена 
простая интегральная формула, связывающая начальное возмущение специального вида в упругом 
полупространстве и амплитуду волны на поверхности воды, порождённой этим источником. Проведено 
сравнение получаемых решений с решениями, основанными на известной поршневой модели возбуж-
дения длинных волн.
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МЕХАНИКА

В работе рассматривается задача о возбуждении 
волн на поверхности слоя жидкости, расположен-
ного на упругом основании. Предполагается, что 
источник возбуждения располагается внутри упру-
гого полупространства.

Можно выделить по крайней мере два подхода 
к решению данной задачи. Один из них состоит 
в первоначальном изучении распространения воз-
мущений в упругом полупространстве, приводящем 
к изменению (подвижке) дна бассейна (в районе, 
расположенном над источником). Подвижка дна 
приводит к смещению водяного столба в районе над 
источником, далее в модель включается водяной 
слой: на поверхности воды появляется возмущение, 
что приводит к образованию поверхностных грави-
тационных волн. Если иметь в виду длинные волны 
в океане —  волны цунами, то это означает исполь-
зование на втором этапе известной поршневой мо-

дели воникновения и распространения волн. Такой 
подход использован, например, в работах [1–3].

Другой подход, по-видимому, впервые предло-
женный и частично реализованный Г. С. Подъяполь-
ским [4], а также использованный другими учёными 
[5–10], состоит в изучении решений совместной 
системы уравнений теории упругости в полупро-
странстве (коре) и теории волн в жидкости, связан-
ных на границе раздела соответствующими гранич-
ными условиями. Волновые процессы в такой сис-
теме складываются из волн (мод), которые в пре-
дельных случаях переходят в продольные и попе-
речные волны в упругом основании, поверхностные 
волны Рэлея и поверхностные волны на воде. При 
этом все моды имеют компоненты и на поверхности 
жидкости и границе раздела, а также и внутри упру-
гого полупространства. В начальный момент вре-
мени и при малых временах все эти моды оказывают 
влияние на возмущение свободной поверхности 
жидкости, но скорости распространения, соответ-
ствующие “упругим” модам, сильно отличаются 
от скорости распространения “водяной” моды. На-
пример, скорость “упругих волн” для базальта (гра-
нита) соответственно такие: продольная cl ≈ 
≈ 22 680 км/ч (19 800 км/ч), поперечная ct ≈ 
≈ 12 600 км/ч (10 080 км/ч), и если предполагать, что 
глубина бассейна D находится в пределах 2–5 км, 
то скорость распространения длинных волн в слое 
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жидкости v = gD  (g ≈ 0,01 км/с2 — ускорение сво-
бодной поверхности) находится в пределах 500–
800 км/ч. Поэтому через небольшое время на поверх-
ности воды остаётся “водяная” мода, и вопросы, 
касающиеся эволюции свободной поверхности, 
можно изучать, учитывая только её, что и делается 
в этой работе. Основной результат работы —  относи-
тельно простая интегральная формула для решения.

1. УРАВНЕНИЯ  
И ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ

Идеальная незавихрённая жидкость описывается 
потенциалом перемещений Y(x, z, t), деформации 
упругого полупространства —  вектором смещений 

U(x, z, t) = (u1, u2, u3), где x R∈ 2 —  горизонтальные, 
z —  вертикальная координаты. Плоскость z = 0 со-
впадает с невозмущённой поверхностью жидкости, 
а граница раздела слоёв задаётся уравнением z = -D. 
Значения U и Y определяются из следующей сис-
темы уравнений и граничных условий (в упругой 
среде —  уравнения Ламе, в жидком слое —  уравне-
ние Лапласа): 
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и U → 0 при z → ¥. Здесь c = cl и ct — скорости про-
дольной и поперечных волн в упругой среде, r = 
= rw/re — отношение плотностей жидкости и упру-
гой среды (для базальта (гранита) соответственно 
re ≈ 3000 кг/м3 (2600 кг/м3)). Приблизительно можно 
считать, что r ≈ 1/3; v/cl ≈ 0,035; v/ct ≈ 0,063; 

c c ct l= ≈/ /1 3. Параметры начальных возмущений 
обсудим позже.

Наиболее интересный объект с точки зрения при-
ложений к волнам на воде —  это превышение сво-
бодной поверхности h; если решения U, Y получены, 
то h восстанавливается по формуле

 h = - ∂
∂

≡ ∂
∂= =

1 2

2
0 0g t zz z

Y Y
. (1)

Система для U, Y имеет нестандартную с точки зре-
ния уравнений в частных производных форму. Но, 
используя операторный подход, её можно предста-
вить в виде стандартной задачи Коши [8, 9]
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него приведены в [8]. Физическое пространство, 
в котором заданы функции ϒ и функции ϒ0, ϒ1, со-
стоит из упругого полупространства z < -D и двух 
плоскостей z = 0 и z = -D. Вектор-функция 
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чает транспонирование. Энергетическая норма 
в пространстве решений определяется скалярным 
произведением вида 
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Здесь и ниже 〈 ⋅ ⋅ 〉,  означает евклидово вещественное 
произведение векторов, черта —  комплексное со-
пряжение и тильда — преобразование Фурье по го-
ризонтальным переменным (x1, x2) (двойственные 
переменные мы обозначаем (p1, p2)).

Исследование существования и единственности 
решения задачи Коши для жидкости произвольной 
(включая случай переменной) глубины проведено 
в работах [8, 9]. Рассмотрим специальную задачу 
Коши с начальными условиями специального вида 
(x = 0, z0), z0 < 0:
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считая, что начальные возмущения имеются только 
у перемещений в упругом основании, причём они 
локализованы в его глубине так, что вектор-функция 
U0(x, z) быстро убывает при отдалении от точки. 
Более того, для получения эффективных формул 
для решения мы выберем U0(x, z) в виде
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где a —  трёхмерный вектор-столбец амплитуд с ком-
понентами (a1, a2, av), e(z) —  гладкая “срезающая 
функция”, равная единице при z < -D - 2d и прини-
мающая нулевые значения при z > -D - d (на ответ 
она не влияет и введена для математической стро-
гости). Параметры aj, av, bk —  размерные (км) кон-
станты, характеризующие амплитуды перемещений 
и их размер в источнике.

2. РАЗЛОЖЕНИЕ  
РЕШЕНИЯ ПО МОДАМ  

И ДИСПЕРСИОННОЕ СООТНОШЕНИЕ

Поскольку D = const, можно применить преобра-
зование Фурье по переменным (x1, x2), и согласно 
общей теории решение задачи сведётся к исследо-

ванию спектра оператора L p
z
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щие им собственные функции ϒW R p z, ( , ),  соответ-
ствующие в предельных случаях r = 0, D = 0 поверх-

ностным волнам в жидкости и волнам Рэлея в упру-
гом полупространстве. Значения lW R, ≥ 0 находятся 
из дисперсионного соотношения
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При этом имеется такое значение PR, что волны 
Рэлея появляются, только если | |p PR>  (кривая 

l ωR R p= 2 ( )| |  “отщепляется” от границы непрерыв-
ного спектра, см. [11]).

При l ≥ p ct
2 2 спектр становится непрерывным. 

Когда p c p ct l
2 2 2 2≤ ≤l , имеется двумерное подпро-

странство обобщённых собственных функций с ба-

зисом �ϒt p k z1( , , ),   �ϒt p k z2( , , ),   отвечающих “упру-

гим” поперечным волнам, а, когда l > p cl
2 2, в до-

полнение к ним появляются функции �ϒl p k z1( , , ),   
отвечающие “упругим” продольным волнам  
и характеризуемые дополнительным параметром  
k > 0.

Для полноты изложения приведём на рис. 1а схе-
матическое изображение спектра из [11], представив 

его для наглядности в координатах | p | и v2 2= l/p . 
Горизонтальная прямая v2 2= ct  определяет нижнюю 

границу непрерывного спектра, прямая v2 2= cl  опре-
деляет значение, при переходе через которое дву-
кратно вырожденный спектр становится трёхкратно 

вырожденным. Кривые v2 2 2= ωW R p p, ( )| | /  определя- 
ют точки дискретного спектра —  водяную моду 
и моду Рэлея.

cl
2

ct
2|p | = PR

Мода Рэлея

Водяная мода

v2 v2

|p | |p |

(а) (б)

Рис. 1. Схематичное изображение спектра задачи (а) и дисперсионные кривые для водяной моды (б).
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Согласно общей теории решение задачи (2) 
можно представить в виде разложения по соб-

ственным функциям оператора L̂ (см. [8, 9])
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и l ωW p= 2( )| |  определено в (5). Используя при-
ведённые формулы и (1), получим превышение h, 
порождённое возмущением вида (3):
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3. ФОРМУЛЫ  
ДЛЯ ПОВЕРХНОСТНЫХ ВОЛН, 

ВОЗБУЖДАЕМЫХ ИСТОЧНИКОМ 
СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА  

И ИХ УПРОЩЕНИЕ

Выберем начальное возмущение U0 в виде (4). 
Преобразование Фурье от функции V(x) (см., на-

пример, [12]) �V b b e p b b= - +
1 2

1
2 2

2
2 2| | cos sin ,y y  где y — угол 

вектора p в полярных координатах. Вычисление 
интеграла (7) сводится к вычислению интегралов 
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 Мы будем предпо-

лагать, что источник возбуждения волны располо-
жен достаточно глубоко, а его вертикальные размеры 
невелики, так что | |z D0 -  сильно превышает b3 (на-
пример, больше 3b3); тогда для вычисления интег-
рала можно применить метод Лапласа, что даёт 

 

C iAb b e ik p a p a e F

k p

k

W
p

t
k z D

t

t

t= - 〈 〉 - +

+ +

- +
1 2

2

2 2

0

2

| | ( ) ( )(( , )b y  

 

v

ll
l

k z D
li p a k a e Fl( , ) ),( )- 〈 〉 + + v

0

 F b e z b kt l

b k

t l

t l

, ,

,

( ),≈ +3
2

0 3
22

3
2 2

π e  

 b( ) cos sin , , .y y y= + 〈 〉 = +b b p a p a p a1
2 2

2
2 2

1 1 2 2     

Критическая роль в упрощениях приведённых фор-
мул связана с нетривиальным вопросом о нахож-
дении простой приближённой формулы для 

l ωW p= 2( )| |  для водяной моды. Приближённое вы-
ражение для lW удалось получить недавно (см. [11]) 
с помощью программы Mathematica [14], и факти-
чески оно основано на учёте (относительной) мало-

сти выражений 
gD
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≈ . Это упрощённое 

выражение имеет вид
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График vW W p p2 2= l ( )| | /| |  (из [11]) представлен на 
рис. 1б. Cлева от точки слияния | |p ≈ 0 3,  кривая 
сверху изображает стандартное для поверхностых 
волн соотношение c r = 0, ниже изображены кривая 



ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК том 487 № 4 2019

374 ДОБРОХОТОВ и др.

vW
2  и практически совпадающая с ней её длинновол-

новая аппроксимация (th( )D p| |  заменяется на | |p D). 
За точкой слияния верхняя кривая изображает длин-

новолновую аппроксимацию vW
2 , нижняя — vW

2  
и практически совпадающее с ней стандарное соот-
ношение c r = 0. Отличие от стандарного для по-
верхностных волн соотношения (с r = 0) этой кривой 
имеет место только для малых | |p  (очень длинных 
волн, с длиной волны ∼200 км), и скорость распро-
странения переднего фронта длинных волн если 
и зависит от свойств упругого основания, то только 
для очень больших длин волн (l ∼ 150 км). Замена 
функции lW на её квадратичную по |p| часть работает 
только в очень маленькой окрестности p = 0, поэтому 
основанный на этой замене вывод Г. С. Подъяполь-
ского [4] о значительном изменении скорости длин-
ных волн (на 15%) оказывается несправедливым 
(см. [11]).

Теперь воспользуемся (8) и малостью величин 
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дущие упрощения (7) (проведённые с помощью 
программы Mathematica) приводят к равенству
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где R c c p D b p zl t= - + +( ) ( ).2 2
3
2

0| | | |  Изучим этот ин- 
теграл при больших |x | (в приближении дального 
поля). Пусть j — полярный угол вектора x и y — 
полярный угол вектора p, 〈 〉 = -p x x, cos( ), | |r y j  
r = | |p . Перейдём в интегрировании к координатам 
(r, y) и с учётом оценки | |x � 1 применим метод 
стационарной фазы по y. Это даст множитель 
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t > 0 слагаемое с - -( ( ))| |x tr ω r  вносит вклад в асимп-

тотику O x( )| |-2  и им можно пренебречь. В результате 
получим h h≈ F :
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можно выбрать быстро убывающей при положи-
тельных z, например в виде e( ) ( exp((y y b= + +1 1 3/ /  

+  2 3) ). Эта формула становится более простой 
в длинноволновом приближении, тогда | |pD  пред-
полагается достаточно малым и b z Dj + | |0 � , и мож- 

но написать sh( ) ,D Dr r≈  ch ( ) ,2 1Dr ≈  ω ω≈ = ×� | |p  
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Обратим внимание на множитель e z D- - -r y( ( ) ),b 0  
который определяет форму “эффективного источ-
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Рис. 2. Результаты расчётов h, hF с параметрами b = 2, t = 60, |z0| = 43, D = 3 в сравнении с возвышением, полученным 
по поршневой осесимметричной модели с l = 40 (а) и l = 15 (б).
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ника” на свободной поверхности жидкости, гене-
рируещего распространяющиеся волны. В симмет-
ричном случае b1 = b2 = b выражение b(y) - z0 - D = 
= b + |z0 - D| приблизительно задаёт характерный 
размер этого “эффективного источника” и склады-
вается тем самым из характерного горизонтального 
размера b подземного источника и глубины |z0 - D| 
залегания его центра. Этот результат, конечно, вы-
глядит очень естественно, интересно то, что он яв-
ным образом содержится в выведенной формуле.

Приведём некоторые результаты численной реа-
лизации “пространственных профилей” волн (при 
постоянном t), описываемых формулой (9) и фор-
мулой для hL в случае осесимметричного источника 
b b b b1 2 3= = ≡ , действующего в вертикальном на-
правлении a a1 2 0= =  в сравнении с профилями 
из работы [11], проведёнными в рамках поршневой 
модели возбуждения длинных волн (в этом случае 
множитель после осциллирующей экспоненты в по-

следнем интеграле равен a r re l- ) (рис. 2).

Амплитуда a подобрана таким образом, чтобы 
максимумы соответствующих решений совпадали 
и были равны единице. Время считалось посто-
янным, т. е. вычислялись “волновые профили”. Рас-
чёты по формуле (9) показаны сплошной линией, 
маркированная линия — расчёты по формуле hF, 
расчёты по формулам из [11] показаны штрихпунк-
тирной кривой. Видно, что учёт влияния упругости 
дна снижает амплитуды осцилляций волнового про-
филя в зависимости от расстояния от головного 
гребня волны и приводит к явному понижению 
уровня жидкости перед ним.

Источник финансирования. Работа выполнена при 
поддержке РФФИ (проект 17–01–00644).
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The problem of generation of waves on the surface of a water layer placed on an elastic base is considered. It is 
assumed that the generating source is located inside the elastic half-space. The Podyapolskii approach is used 
which is based on study of the solutions to the common linear system of equations of the theory of elasticity in 
the half-space and the theory of water waves linked at the interface by the corresponding boundary conditions. 
The previously obtained simplified dispersion relation for the water mode with account for the elastic base effect 
is used to derive a simple integral formula which associates the initial perturbation of a special kind in the elastic 
half-space and the amplitude of the surface water waves generated by this source. The obtained solutions are 
compared with the solutions based on the well-known piston model of long wave generation.

Keywords: elastic half-space, liquid layer, surface waves, Cauchy problem, elevation of the free surface. 


