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В этом сообщении даётся существенное обобщение 
так называемого принципа суперпозиции (см. [1–5]) 
для вероятностных решений задачи Коши для урав­
нения Фоккера—Планка—Колмогорова, согласно 
которому такое решение порождается решением со­
ответствующей мартингальной задачи. Нами пока­
зано, что интегрируемость коэффициентов диффузии 
и сноса A и b относительно решения, предполагав­
шаяся в работе [4], может быть заменена на интегри­

руемость функции 
||   || |     |

| |

A t x b t x x

x

( , ) ( , ),
.

+ 〈 〉
+1 2  Следова­

тельно, в том случае, когда нет априорного усло­ 
вия  глобальной  интегрируемости,  функция 
||   || |     |A t x b t x x( , ) ( , ),+ 〈 〉   может  иметь  квадратичный  
рост. Имевшиеся ранее результаты в этом случае тре­
бовали ограниченности коэффициентов. Более того, 
в качестве следствия получаем, что при довольно 
мягких условиях на начальное распределение доста­
точно иметь одностороннюю оценку 

  〈 〉 ≤ +b t x x C C x x( , ), log    | | | |2   

вместе с оценкой 

  ||   || | | | |A t x C C x x( , ) log≤ + 2 .

Рассмотрим задачу Коши для уравнения Фок­
кера—Планка—Колмогорова

  ∂ = ∂ ∂ − ∂ =t t x x
ij

t x
i

ti j i
a bm m m m n( ) ( ), ,    0   (1)

где n —  борелевская вероятностная мера на Rd (на­
чальное распределение). Это уравнение будет запи­
сываться в краткой форме

  ∂ =t t tLm m* ,

где L* —  формально сопряжённый оператор к диф­
ференциальному оператору

  Lu a u b uij
x x

i j

i
x

i
i j i

= ∂ ∂ + ∂∑ ∑
,

.

Далее везде предполагается, что матрица A(t, x) = 
= ≤( ( , )) ,a t xij

i j d    симметрична  и  неотрицательно  

определена и функции ( , ) ( , )t x a t xij   �  и ( , )t x  � 

� b t xi( , )   борелевски измеримы на [ , ] .0  T d× �  Под 
решением понимается отображение t t� m  из [0, T] 

в пространство вероятностных мер ( ),�d  которое 
непрерывно относительно слабой топологии (см. 
[6]) и удовлетворяет интегральному равенству

  ϕ m ϕ n ϕ md d L d dst s

t

d d d� � �
∫ ∫ ∫∫= +

0

для всех t T∈[ , ]0    и всех ϕ ∈ C d
0
¥( ),�  где предпола­

гается, что aij и bi локально (т. е. на компактных мно­

жествах в [ , ]0  T d× � ) интегрируемы относительно 
меры mtdt:

  a b L dtij i
loc t, ( ).  ∈ 1 m

Мера m m= tdt   определяется  обычным  образом:  
интеграл от ограниченной борелевской функции  f 
равен
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  fd f t x dx dtt

T

d

m m∫ ∫∫= ( , ) ( ) . 
�0

Недавний  обзор  теории  уравнений  Фоккера—
Планка—Колмогорова см. в [7]. Скалярное произ­
ведение и норма на Rd обозначаются через 〈 〉x y,    и |x| 
соответственно. Операторная норма матрицы A 
обозначается через ||A||.

Случай A = 0 соответствует так называемому урав­
нению неразрывности. В этом случае известен сле­
дующий принцип суперпозиции (см. [1, 5]). Если 
m = mtdt с вероятностными мерами mt на Rd удовле­
творяет уравнению неразрывности

  ∂ + =t t tbm mdiv( ) 0

и функция 
|   |

| |

b x t

x

( , )
1 +

 является m­интегрируемой, то су­

ществует  неотрицательная  борелевская  мера  h 

на пространстве � �d dC T× ([ , ], ),0      сосредоточен­ 
ная на множестве пар (x, w) таких, что w есть абсо­
лютно непрерывное решение интегрального урав­
нения

  w w( ) ( ( ), )t x b s s ds
t

= + ∫  
0

и для всякой функции ϕ ∈ Cb
d( )�  и всякого t T∈[ , ]0    

имеем

  ϕ m ϕ w h w( ) ( ) ( ( )) ( ).x dx t dxdt∫ ∫=

Другими словами, мера mt совпадает с образом h при 
отображении вычисления ( , ) ( )x t w w� .

Случай возможно ненулевой матрицы A и огра­
ниченных A и b был изучен Фигалли [3], который 
доказал, что всякое решение задачи Коши для урав­
нения Фоккера—Планка—Колмогорова представ­
ляется мартингальной мерой на пространстве тра­
екторий. Затем Тревизан [4] получил следующий 
важный и весьма общий результат.

Предположим, что отображение t t� m  из [0, T] 

в пространство вероятностных мер ( )�d  непре­
рывно относительно слабой топологии и является 
решением задачи Коши (1). Предположим также, 
что оно удовлетворяет условию

  [ ( , ) ( , )] ( ) .||   || |   |A t x b t x dx dtt

T

d

+ <∫∫ m
�0

¥   (2)

Тогда существует борелевская вероятностная мера 
Pn на пространстве траекторий

  Ωd
dC T: ([ , ], )= 0    �

непрерывных функций w:   [ , ]0 T d→ �  с его стан­
дартной sup­нормой || || | |w w= sup ( ),

t
t  такое, что:

(i)  P B Bn w w n( ( ) ) ( ):  0 ∈ =  для всякого борелев­

ского множества B d⊂ � ;

(ii)  для всякой функции  f C d∈ 0
¥( )�  функция

  ( , ) ( ( )) ( ( )) ( , ( ))w w w w   t f t f Lf s s ds
t

� − − ∫0
0

является мартингалом относительно меры Pn и ес­
тественной фильтрации t s s t= ∈σ w( ( ), [ , ])   0 ;

(iii)  для всякой функции  f C d∈ 0
¥( )�  выполнено 

равенство

  fd f t P d t Tt
d

d

m w wn
�
∫ ∫= ∀ ∈( ( )) ( ) [ , ].

Ω

     0

Последнее означает, что mt есть распределение 
w(t) относительно Pn, в то время как (i) означает, что 
n есть распределение w(0).

Несмотря на весьма общий характер условия (2), 
во многих простых ситуациях оно не выполнено. 
Рассмотрим одномерный пример. Пусть

  r r r r
r

∈ > = = ′∫C x dx b x
x

x
¥( ), , ( ) , ( )

( )
( )

.�            0 1

Тогда m m rt dx dx dx( ) ( )= =  —  стационарное решение 
уравнения Фоккера—Планка—Колмогорова

  ∂ = ′′ − ′t bm m m( ) .

В частности, mt = m является решением задачи Коши 
с начальным условием m. Однако легко найти глад­
кую вероятностую плотность r, для которой

  | | | |b x x dx x dx( ) ( ) ( ) .r r
� �
∫ ∫= ′ = ¥

Наша цель состоит в усилении цитированного 
результата путём замены условия (2) более слабым 
предположением.

Всюду далее мы предполагаем, что коэффици­

енты борелевски измеримы на [ , ]0  T d× � :

  a b L T U dtij i
t, ([ , ] , )     ∈ ×1 0 m

для всякого шара U в Rd, причём выполнено следу­
ющее условие:

 
||   || |     |

| |

A t x b t x x

x
dx dtt

T

d

( , ) ( , ),
( ) .

+ 〈 〉
+

<∫∫ 1 2
0

m
�

¥   (3)

Из предложения 1 ниже вытекает (см. также при­
мер 1), что для того, чтобы обеспечить условие (3), 

достаточно, чтобы log( ) ( )1 1+ ∈| |x L n  и
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||   || | | | |

    | | |

A t x C C x x

b t x x C C x x

( , ) log( ),

( , ), log(

≤ + +
〈 〉 ≤ + +

2

2

1

1 ||).

Ясно также, что достаточны без всяких предполо­
жений относительно n оценки

  ||   || |     | | |A t x b t x x C C x( , ) ( , ), .+ 〈 〉 ≤ + 2

Сформулируем наш основной результат.

Те о р е м а   1. Предположим, что {mt} —  решение 

задачи Коши ∂ =t t tLm m*  на [0, T] с m0 = n и выпол-
нено (3). Тогда существует борелевская вероятност-

ная мера Pn на Ωd
dC T= ([ , ], ),0    �  для которой верны 

все утверждения (i), (ii) и (iii).

Важно, что в этой теореме не предполагается 
единственность вероятностных решений задачи 
Коши: мартингальное представление существует для 
каждого вероятностного решения, удовлетворя­
ющего (3). Принцип суперпозиции не работает без 
глобальных предположений даже для гладких коэф­
фициентов и A = I, так как может случиться, что 
имеется много вероятностных решений уравнения 
Фоккера—Планка—Колмогорова (см. [7, § 9.2]), 
в то время как мартингальная задача имеет в этом 
случае  единственое  решение  (см.  [8,  след­
ствие 10.1.2]) и это решение обязательно соответ­
ствует субвероятностному решению уравнения Фок­
кера—Планка—Колмогорова из­за взрыва решения.

Доказательство основного результата будет опуб­
ликовано в подробной работе вместе с доказатель­
ствами нескольких вспомогательных утверждений, 
представляющих независимый интерес и приведён­
ных ниже. Следующее предложение не только даёт 
важную априорную оценку в духе классических 
функций Ляпунова (см. [7], где можно найти мно­
жество подобных результатов), но и содержит инте­
ресный новый результат: интегрируемость |LV | от­
носительно решения.

П р е д л о ж е н и е   1. Предположим, что {mt} —  ре-

шение задачи Коши ∂ =t t tLm m*  с m n0 =  и суще-

ствуют неотрицательная функция V C d∈ 2( )�  и из-
меримая неотрицательная функция W такие, что 

V L∈ 1( )n  и для некоторых чисел C ≥ 0  и τ ∈( , ]0  T  
имеем

  lim ( ) , ( , ) ( , ) ( ),
| |x

V x LV t x W t x CV x
→+

= + ≤ +
¥

¥        

  W t x dx dtt
d

( , ) ( ) .  m
τ

�
∫∫ <

0

¥

Тогда

  Vd Vd Wd ds e tt s
Ct

d d d

m n m τ
τ

� � �
∫ ∫ ∫∫≤ +









 ∀ ∈

0

0    [ , ],

  | |LV d dt e Wd ds Vdt
C

s
d d d

m m n
τ

τ
τ

� � �
∫∫ ∫∫ ∫≤ +











0 0

2 .

П р и м е р   1. Если log( ) ( )1 2 1+ ∈| |x L n  и

 
||   || | | | |

    | | |

A t x C C x x

b t x x C C x

( , ) log( ),

( , ), log(

≤ + +
〈 〉 ≤ + +

2 2

2

1

1 xx|2),

то для некоторого числа C1 имеем

  L x C C x(log( )) log( ),1 12
1 1

2+ ≤ + +| | | |

 
||   ||

| |
| |

A t x

x
C C x

( , )
log( ),

1
12 1 1

2

+
≤ + +

 

|     |

| |

| | | | | |

〈 〉
+

≤

≤ + + + +

b t x x

x

L x C C x

( , ),

(log( ) log( ).

1

1 1

2

2
1 1

2

Значит, по предложению 1 функции log( )1 2+ | |x  и 

| | | |L x(log( )1 2+  интегрируемы на [ , ]0  T d× �  относи­
тельно mtdt и выполнено условие (3).

П р е д л о ж е н и е   2. Предположим, что V C d∈ 2( )�  
и lim ( ) .

| |x
V x

→+
= +

¥
¥  Тогда верны следующие утверж-

дения:

(i)  существует такая функция q ∈ C 2( ),�  что 

q n( ) ( )V L∈ 1  и

 
q q q

q q
≥ = ≤ ′ ≤

′′ ≤ = +
→+

0 0 0 0 1
0

, ( ) , ( ) ,
, lim ( ) ;

       
   

t
t

t ¥
¥

(ii)  предположим, что для некоторого τ ∈( , ]0  T  
имеем

  ( )| | | |A V LV d dtt
d

∇ + <∫∫ 2

0

m
τ

�

¥

и q удовлетворяет всем предположениям в (i), причём 

q n( ) ( ).V L∈ 1  Тогда q(V ) удовлетворяет следующему 
неравенству:

 

( ( ) ( ))

( ) ( )

| | | |

| | | |

A V L V d dt

e V d A V LV d

t

C

d

∇ + ≤

≤ + ∇ +

∫∫

∫

q q m

q n

τ

τ

2

0

22

�

mm
τ

tdt
d�
∫∫











0

.

Следующее утверждение позволяет оценить меру 
шара  в  пространстве  траекторий  с  помощью 
функции V.

П р е д л о ж е н и е   3. Пусть τ ∈( , ].0  T  Предполо-

жим, что {mt} —  решение задачи Коши ∂ =t t tLm m*  на 
[ , ]0  τ  с m n0 =  и существует такая борелевская веро-
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ятностная мера Pn на C d([ , ], ),0    τ �  что выполнены (i), 
(ii) и (iii). Предположим также, что имеется неотри-

цательная функция V C d∈ 2( )�  с lim ( )
| |x

V x
→

= +
¥

¥  

такая, что V L∈ 1( )n  и

  ( ) .| | | |A V LV d dtt
d

∇ + <∫∫ 2

0

m
τ

�

¥

Тогда для всякого q > 0 имеем

 

P V t q

q
Vd A V LV d ds

t T

s
d d

n w w

n m

: 

| | | |

sup ( ( ))

( )

[ , ]∈
≥( ) ≤

≤ + ∇ +∫ ∫

0

22

� �00

τ

∫








 .

Доказательство теоремы следует схеме, исполь­
зованной Фигалли [3] и Тревизаном [4]. Однако 
имеются некоторые важные отличия: результат Тре­
визана неприменим даже для гладких коэффициен­
тов без глобальной интегрируемости коэффициен­
тов. Здесь мы существенно используем некоторые 
недавние  результаты  о  единственности  вероят­
ностных решений уравнений Фоккера—Планка—
Колмогорова из [7] и [9].

Принцип суперпозиции может быть полезен для 
исследования проблем единственности для уравне­
ний Фоккера—Планка—Колмогорова с коэффици­
ентами  низкой  регулярности,  по  этой  теме  см. 
книгу [7] и статьи [10–15].

Источники финансирования. Это исследование 
поддержано проектами РФФИ 18–31–20008 и 17–
01–00662, CRC1283 при университете Билефельда 
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We give a generalization of the so­called superposition principle for probability solutions to the Cauchy problem 
for the Fokker–Planck–Kolmogorov equation, according to which such a solution is generated by a solution to 
the corresponding martingale problem.
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