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Задачи об оценках производных функций возни-
кают во многих математических дисциплинах, 
в частности в теории аппроксимации (задача Стеч-
кина о приближении неограниченных операторов). 
Неравенства, связывающие производные функций 
в различных пространствах Lp( ),�  относятся к классу 
неравенств типа Колмогорова (см. [1]). На отрезке 
с таким классом задач тесно связана задача о нахож-
дении точных констант
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где n ∈�, 0 1≤ ≤ -k n , 1 ≤ p, q ≤ ¥, а точная верх- 

няя грань берётся по f W p
n∈ -
�

[ ; ].1 1  Числа Ln,k,p,q 
также называют точными константами вложения. 
Для n = 1, k = 0 эта задача полностью решена. При 
p = q = 2 константа вложения была получена 
В.А. Стекловым [2], при p = q — В.И. Левиным [3], 
при произвольных p и q — Е. Шмидтом [4]. Подроб-
ный исторический обзор приведён в [5]. 

В работе [6] были получены константы вложения 
Ln,k,2,¥ при k = 0, 1, 2, в [5] — k = 4, 6. То обстоятель-
ство, что образовался пробел для нечётных k, неслу-
чайно. Вычисление констант Ln,k,2,¥ при нечётных 
k оказалось существенно более трудоёмкой задачей 
по сравнению с чётными.

Цель настоящего сообщения — получение кон-
стант вложения Ln,k,2,¥ при k = 3, 5. При q = ¥ мно-
гие свойства констант вложения оказываются тесно 
связанными с функциями An,k,p,¥(x), равными наи-
меньшим возможным величинам в неравенствах 
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Поскольку в дальнейшем мы фиксируем значе-
ния p = 2, q = ¥, то для констант вложения и ассо-
циированных с ними функций An,k,2,¥ будем исполь-
зовать обозначение Ln,k и An,k соответственно. 
Мы будем изучать константы вложения для 
функций, определённых на отрезке [0; 1]. Это по-
зволит использовать менее громоздкие формулы для 
полиномов Лежандра, с которыми константы вло-
жения при p = 2 и q = ¥ оказываются тесно связан-
ными. Кроме того, оказалось, что функция An,k(a) 
имеет непосредственное отношение к спектральным 
задачам, которые обычно рассматриваются на от-
резке [0; 1]. Заметим, что в этих задачах при спект-
ральном параметре стоит k-я производная d-функ-
ции. Связь со спектральными задачами позволяет 
легко пересчитывать константы вложения, опреде-
лённые на одном отрезке, в константы вложения 
на другом отрезке.

В данной работе мы изучаем неравенства вида
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где a ∈( ; ),0 1  f W n∈ 2 0
�

[ ; ] 1  — пространство Соболева, 
состоящее из функций f, все производные которых 
до порядка n - 1 абсолютно непрерывны на отрезке 
[0; 1], и f (n) ∈ L2[0; 1], а также выполнены краевые 

условия f fj j( ) ( )( ) ,0 0= =  j = 0, 1, ..., n - 1.

Также мы будем исследовать максимумы An,k(a) 
как функции переменной a. Точнее, нас интересуют 
величины

 Ln k
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∈ 0 1
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Как будет показано ниже, при всех допустимых зна-
чениях n и k и произвольном a ∈( ; )0 1  всегда можно 

найти функцию f W n∈ 2 0 1
�

[ ; ]  (экстремальный 
 сплайн), на которой неравенство (1) точно.

1. ВИД ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ СПЛАЙНОВ

Для функций f W n∈ 2 0
�

[ ; ], 1  фиксированного 
числа a ∈ (0; 1) рассмотрим функционалы F fk a, ( ) := 

: ( ),( )= f ak  k = 0, 1, ..., n - 1.

Очевидна справедливость соотношения

 || ||F A ak a n k, , ( ).2 2=  (3)
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поэтому по теореме Рисса существует единствен- 
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При этом очевидна справедливость соотношения

 || || || ||F g A ak a k a n k, , , ( ).2 2 2= =  (4)

Поэтому
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Разбивая интеграл в сумму
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∫
и интегрируя каждый интеграл по частям, получаем 
следующие условия на функцию gk,a:
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Рассмотрим следующие многочлены:
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Те о р е м а  1. Функции gn,k определяются форму-
лами
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Доказательство заключается в непосредственной 
проверке, что функции (8) удовлетворяют соотно-
шениям (5)–(7).

2. СООТНОШЕНИЯ  
МЕЖДУ КОНСТАНТАМИ ВЛОЖЕНИЯ 

И ПОЛИНОМАМИ ЛЕЖАНДРА

Обозначим через Pn так называемые смещённые 
полиномы Лежандра, образующие ортогональный 
базис в пространстве L2[0; 1] и определяемые фор-
мулой Родрига
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Под первообразной порядка m ≥ 0 многочлена Pn 
понимается многочлен

 ( ) :
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В работе [6] выведена рекуррентная формула, 
которая для отрезка [0; 1] имеет вид
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Записав ту же формулу для A an k- -1 1, ( )
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и вычислив разность (9) и (10), получим
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Формула (11) позволяет, используя первооб-
разную полинома Лежандра, последовательно вы-
числять константы вложения.
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3. КОНСТАНТЫ Ln,3
2

Преобразуем полученную в [6] для A an, ( )2
2  фор-

мулу на отрезок [0; 1] и запишем её в переменной t:

 
A

t

n n

n n n t

tn

n

, ( )
( )(( )!)

(( ) ( )( ) (

2
2

2 5

2

2

2 2 5

2 4 1 2 5 4 2

= -
- -

×

× - + - - +

-

 nn n t- -1 2 5 2)( ) ).

Так как

 
P

n

d t

da

t

n
n t n

tn
n

n

n

-
-

-

-

=
-

=

=
-

- + -

1
3

2 1

2

3

1

1

2
2 2 3 2

( )( )
( )!

( )!
( ( ) ),

то из формулы (11) следует
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Множитель 
1

2 2 72(( )!) ( )n n- -
 не влияет на точки 

максимума и минимума функции An,3
2 .

Для упрощения вычислений введём функцию
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Кубический многочлен, стоящий в квадратных 
скобках в предыдущей формуле, имеет следующие 
корни:
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Точки t1(n) и t2(n) являются точками максимума 
функции fn,3, а t3(n) —  точкой минимума функ- 
ции fn,3.

Чтобы определить точную константу вложения, 
надо определить, какое из двух значений f tn, ( ),3 1  
f tn, ( )3 2  является максимальным.

Те о р е м а  2. Функция f tn, ( ),3  а значит и A tn, ( ),3  
имеет глобальный максимум в точке t1 —  ближайшей 

к точке - 1

4
 точке максимума.

Идея доказательства заключается в том, чтобы 
показать, что при всех n ≥ 4 выполнено неравенство
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Проверяется непосредственным вычислением.

4. КОНСТАНТЫ Ln,5
2

Опираясь на явный вид An,3
2  (12) и используя ре-

куррентную формулу (11), найдём вид An-1 4
2

,  на от-
резке [0; 1]:
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Первообразная порядка (5 - n) смещённого по-
линома Лежандра Pn-1 равна
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Действуя так же, как в разделе 3, применяя фор-
мулу (12), найдём
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Введём функцию
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и найдём её производную
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Многочлен, стоящий в квадратных скобках фор-
мулы (14), раскладывается на множители
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Обозначим их соответственно
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Многочлен g3 имеет три вещественных корня. 
Используя формулы Кардано, можно получить, что 
его корни имеют вид
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Точки t̂1 и t̂2  являются точками минимума 
функции fn, ,5  а ti, i = 1, 2, 3, —  точками максимума.

Справедлива

Те о р е м а  3. Точка t1 (ближайшая к - 1

4
 точка 

максимума функции fn,5) является точкой глобального 

максимума многочлена fn, ,5  а значит, и функции An,5
2 .

4.1. То ч н о е  з н а ч е н и е  к о н с т а н т ы  в л о -

ж е н и я  An,5
2 . Введём обозначение B n: ( )= - ×2 5 3  

× + - - cos ( ) .ϕ1 3 2 3n n  

Тогда 

f t
B

n n

n n n

n n

n

, ( )
( )

( ) ( ) ( )

5 1 2 11

2 11

2 2

1

2 2 1 2 3

3 4 5

=
- -







- - -
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×
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Точная константа вложения Ln,5
2  соответственно 

равна

 Ln
nf t

n n
,

, ( )

( )(( )!)
.5

2 5 1
23 2 11

=
- -

Теоремы 2 и 3 позволяют выдвинуть следующую 
гипотезу.

Ги п о т е з а  1. Величина An k, ,2  определённая по пе-
ременной a на отрезке [0; 1], по переменной 

t ∈ -





1

4
0;   имеет 

k +





1

2
 точек максимума. Глобаль-

ный максимум величины An k,
2  (для переменной 

t a a= -2 ) принимается в точке максимума, ближай-

шей к - 1

4
. Для чётных k ближайшей такой точкой 

является сама точка - 1

4
. В переменной a ∈[ ; ]0 1  

этому значению отвечает a = 1

2
, а на отрезке [-1; 1] 

a = 0 соответственно.
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5. КРАЕВАЯ ЗАДАЧА, СВЯЗАННАЯ  
С КОНСТАНТАМИ ВЛОЖЕНИЯ

В этом разделе мы установим связь констант вло-
жения с некоторым классом спектральных задач 
и укажем способ быстрого пересчёта точных значе-
ний констант вложения, определённых на отрезках 
[-1; 1] и [0; 1] соответственно.

Зафиксируем на отрезке [0; 1] произвольную 
точку a и рассмотрим следующую краевую задачу:

 ( ) ( ) ,( ) ( )( ) ( ) ( )- = - -1 12n n k k ky y x aal d  (19)

 y y j nj j( ) ( )( ) ( ) , , , ..., .0 1 0 0 1 1= = = -       (20)

Правую часть (19) можно также представить в виде 

l d d〈 - 〉 -( ) ( )( ) ( ),k kx a y x a .

Операторной моделью для этой задачи служит 

пучок операторов T W Wa
n n:   2 20 1 0 1
� �

[ ; ] [ ; ],→ -  квадра-
тичная форма которого удовлетворяет соотношению 

 

∀ ∈

〈 〉 = - =∫

y W

T y y y dx yx a

n

a
n k

2

2 2

0

1

0 1

0

[ ]

( ) ( )

;

, : .( ) ( )

 

 | | | |l

Рассмотрим задачу о минимизации собственного 
значения задачи (19), (20) по параметру a. Из опре-
деления пучка Ta следует, что наименьшее соб-
ственное значение соответствует пучку T1/2 и в точ-

ности равно ( ),Ln k
2 1- .

Это наблюдение позволяет легко установить связь 

между константами вложения Ln k, ,[ ; ],-11
2  определён-

ными на отрезке [-1; 1], и Ln k, ,[ ; ]0 1
2  — константами 

вложения, определёнными на отрезке [0; 1]. 

Действительно, сделаем замену переменных 
s = 2x - 1, осуществляющую преобразование отрезка 

[0; 1] на отрезок [-1; 1]. Обозначим z s y
s

( ) := +



 =1

2
 

= y(x), с учётом того что ds = 2dx, получим, что квад-
ратичная форма пучка �T a2 1-  на отрезке [-1; 1] удо-
влетворяет соотношению 

 ∀ ∈ -z W n
2 1 1[ ; ]  

 

〈 〉 =

= - ⋅ - =

-

-

-
∫

�T z z

z s ds z a

a

n n k k

2 1

2 1 2 2 2

1

1

2 2 2 1 0

, :

: ( ) ( )( ) ( )

 

| | | |l ..

Следовательно, если l есть собственное значение 
пучка Ta на отрезке [0; 1] с собственной функцией y, 

то 
l

22 2 1n k- -  есть собственное значение пучка �T a2 1-  

на отрезке [-1; 1] с собственной функцией z. Отсюда 
следует, что

 A a A an k
n k

n k, ,[ ; ] , ,[ ; ]( ) ( ).-
- -= -11

2 2 2 1
0 1

22 2 1

Следовательно, 

 L Ln k
n k

n k, ,[ ; ] , ,[ ; ].-
- -=11

2 2 2 1
0 1

22
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The embedding constants for the Sobolev spaces W Wn k
2 0 1 0 1
� �

[ ; ] [ ; ],  → ¥  0 ≤ k ≤ n - 1 are considered. The pro-

perties of the functions An,k(x) arising in the inequalities | | || ||
 

f x A x fk
n k

W n

( )
,

[ ; ]
( ) ( )≤

2 0 1
� , are studied. The extremum 

points of An;k are calculated for k = 3, 5 and all admissible n. The global maximum of these functions is found, 
and the exact embedding constants are calculated.
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