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Рассматривается задача условной минимизации 
функции

 min ( )j x  (1)

при ограничениях

 F x m( ) ,= 0  (2)

где F f fm= ( , ..., ),1    j, F C n∈ 2( ).�  Через x* обо-
значим решение этой задачи. Согласно [1, 2, 4], 
классические условия оптимальности 2-го порядка 
для задачи (1), (2) формулируются следующим обра-
зом.

Те о p е м а  1. Пусть j, F C n∈ 2( ),�  L x( , ) l � 

� j l+ 〈 〉F x( ), ,  l l l= ( , ..., )1   m
  и существуют 

l* ∈�m и x n* ∈�  такие, что выполнены соотноше-
ния

 F x m( )* = 0 , L xx n( , ) ,* * l = 0  (3)
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Тогда x* —  локальный минимум в задаче (1), (2).

Соотношения (3), (4) называются условиями 
Куна—Таккера (КТ). Есть задачи, в которых эти 
условия нарушаются, в них существует такой вектор 

h F xx2 0∈ Ker ( ) \ { },*  что

 〈 〉 =L x h hxx ( , ) , .* *  l 2 2 0  (5)

Такая ситуация возникает, например, при введении 
в задаче оптимизации с ограничениями неравен-
ствами искусственных переменных [1–5]. Причём 
необходимость введения искусственных переменных 
в задаче оптимизации с ограничениями неравен-
ствами обусловлена объективной причиной —  пре-
одолеть существенный недостаток, который прин-
ципиально отличает эти два типа задач —  с равен-
ствами и неравенствами. А именно в условиях оп-
тимальности для задачи с неравенствами необходимо 
требовать допустимость исследуемой на экстремум 
точки в отличие от условий для задачи с равен-
ствами, это приводит либо к появлению включений, 
либо к вырожденности в системе уравнений КТ. 
В случае вырождения для преодоления возникающих 
трудностей вводится следующее обобщение клас-
сических условий оптимальности 2-го порядка.

Обозначим Ker ( )*F xx
n= �1  и � � �2 1

n n( ) .⊥  Имеет 
место следующая
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Те о p е м а  2  (Н е о б х о д и м ы е  и  д о с т а т о ч -
н ы е  у с л о в и я  о п т и м а л ь н о с т и  2 - г о  п о -
р я д к а  с п е ц и а л ь н о г о  в и д а). Пусть j, 

F C n∈ 3( )�  и для любого h F xx2 ∈ Ker ( ),*  ( )|| ||h2 1=   

такого, что L x hxx ( , )[ ]* * l 2
2 0=  (или L x hxx ( , )* * l 2 = 

= 0n) выполнены условия:

1) || ||F x hxx ( )[ ]*
2

2 0≥ >α ; (6)

2) существует h n
1 2∈�  и c h c( ) ,2 1 0= >  || ||h1 1= , 

удовлетворяющие соотношению

 F x h F x c hx xx m( )[ ] ( )[ ] .* *
1 1 2

21

2
0+ =  (7)

Тогда (необходимость) если x* — решение (1), (2), 
то существует l* такое, что
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Более того (достаточность), если ∀h1, h2, удовлетво-
ряющих (6)–(8), существует такое число β > 0, что
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то x* —  локальный минимум в задаче (1), (2).

Очевидно, что для остальных h F xx∈ Ker ( ),*  для 
которых не выполнены неравенства (9), подразуме-
вается выполнение (4).

З а м е ч а н и е  1. Элемент h1 может не принадле-

жать Ker ( )*F xx .

При доказательстве данной теоремы используется 
отображение

 Φt xx x F x F x c th t h x( ) ( ( )) ( ),* *= − + + +−1
1 1

2
2

которое является сжимающим в окрестности точ- 
ки x*, что позволяет доказать существование допус-
тимой дуги

 g ω( ) ( ) ( ),* *t x c th t h t M x= + + + ∈1 1
2

2  (10)

где || ||ω( ) ( ).t o t= 2  Далее на основе свойства дуги g(t) 
утверждение теоремы доказывается аналогично тра-
диционным доказательствам такого рода резуль-
татов.

Покажем, как применяются данные условия оп-
тимальности к задаче оптимизации (1) с ограниче-
ниями неравенствами

 g z i mi( ) , , , ..., .≤ =0 1 2       (11)

Обозначая x = (z, s) и заменяя (1), (11) на задачу

 min ( )j z  (12)

при условии

 F x g z s m( ) ( ) ,= + =2 0  (13)

где g g gm= ( , ..., ) ,1     s s sm
2

1
2 2= ( , ..., ) ,    получаем, что 

в решении (z*, s*) для h s F xx2 0= ∈( , ) Ker ( )*   суще-

ствует h z1 0= ( , )  такое, что

 
F x h F x h
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1

2
0
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 (14)

При этом L x hxx ( , )[ ]* * l 2
2 0=  и классические 

условия оптимальности Лагранжа 2-го порядка 
не выполнены. Однако условия 1 и 2 теоремы 2 вы-
полнены при c1 = 1. Таким образом, к задаче (12), 
(13) применима теорема 2. Более того, будет спра-
ведлива следующая

Т е о p е м а  3  (о б  э к в и в а л е н т н о с т и 
у с л о в и й  о п т и м а л ь н о с т и  Ку н а — Та к к е р а 
и  Л а г р а н ж а  2 - г о  п о р я д к а  п р и  в в е д е н и и 
и с к у с с т в е н н ы х  п е р е м е н н ы х ). Пусть j, 

g C n∈ 3( ).�  Если для задачи (1), (11) в точке (x*, l*) 
выполнены классические достаточные условия опти-
мальности Куна—Таккера 2-го порядка, то для за-
дачи (12), (13) выполнены достаточные условия опти-
мальности Лагранжа 2-го порядка (9), и наоборот.

Доказательство данной теоремы достаточно 
просто и поэтому здесь не приводится.
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In this paper we consider new sufficient conditions of optimality of the second-order for equality constrained 
optimization problems, which essentially enhance and complement the classical ones and are constructive. For 
example they establish equivalence between sufficient conditions in the equality constrained optimization prob-
lems and sufficient conditions for optimality in equality constrained problems by reducing the latter to equalities 
with the help of introducing slack variables. Previously, when using the classical sufficient optimality conditions, 
this fact was not considered to be true, that is, the existing classical sufficient conditions were not complete, so 
the proposed optimality conditions complement the classical ones and close the question of the equivalence of 
the problems with inequalities and the problems with equalities when reducing the first to the second by introduc-
ing slack variables.
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