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Пусть M —  множество всех измеримых по Лебегу 

функций на Rn, а M M+ ⊂  —  подмножество всех 

неотрицательных функций. При v ∈ +M  и 0 < <p ¥ 
определим весовое пространство Лебега
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Пусть 0 < <q ¥, 1 1≤ p , p2 < ¥ и v1, v2, u ∈ +M . 
Рассмотрим задачу характеризации билинейного 
неравенства
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где константа C не зависит от функций f и g и пола-
гается наименьшей из возможных, а оператор Харди 
имеет вид
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В одномерном случае данная задача изучалась 
в [1, 2] как дополнение к некоторым результатам 
о мультилинейных неравенствах [3, 4].

Билинейные весовые неравенства с операторами 

Вольтерра R f x k x y f y dyi i
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 i = 1, 2, изучены в [5, 6], причём 

в случае 1 1 2< <q p pmin( , )  результат [5] получен 
редукционным методом, использующим вспомога-
тельную функцию, а в [6] — прямым методом.

Для операторов Харди—Стеклова этот случай 
рассмотрен в [7, 8] (см. также [9]).

Аналогичная задача на конусах монотонных 
функций изучалась в работах [10, 12].

Для характеризации билинейных весовых нера-
венств будем использовать результаты для весового 
неравенства Харди с оператором H, определённого 
в (2), которые содержатся в [13] при 1 < ≤ <p q ¥ 
и 1 < < <q p ¥. Дополнительно к этому в данной 
работе по аналогии с [14] рассмотрены случаи 
0 < <q p, 1 < <p ¥ и 0 1< <q , p = 1 (раздел 1).

Основные результаты содержатся в разделе 2.
Всюду в сообщении произведения вида 0 ⋅¥ по-

лагаются равными нулю. Соотношение A B
�
<  озна-

чает A cB≤  с константой c, зависящей только от па-
раметров суммирования; A B≈  равносильно 
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1. ВЕСОВОЕ НЕРАВЕНСТВО ХАРДИ

Те о р е м а  1. Пусть 0 < <q p,  1 < <p ¥  и 
1 1 1

r q p
: .= −  Тогда для наилучшей константы C в нера‑

венстве
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выполнено соотношение
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Те о р е м а  2. Пусть 0 1< <q , p = 1. Тогда наилуч‑
шая константа C в неравенстве
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B x

q q

n n(| |)

( ) , ,∫∫ ∫











≤ 





∈ +

� �

1/
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не изменится, если v заменить на v.
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Те о р е м а  3. Пусть 0 1< <q , p = 1. Тогда для наи‑
лучшей константы C в неравенстве (4) выполнено 
соотношение
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2. БИЛИНЕЙНЫЕ  
ВЕСОВЫЕ НЕРАВЕНСТВА

Рассматривается неравенство
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Те о р е м а  4. Пусть 1 1 2< ≤ <max( , ) .p p q ¥ Тогда 
для наилучшей константы C в неравенстве (5) выпол‑
нено соотношение C ≈ 1, где
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Т е о р е м а  5.  Пусть 1 1 2< ≤ <min( , )p p q  

< <max( , )p p1 2 ¥  и 
1 1 1

r q pi i

: ,= −  i = 1, 2. Тогда для 

наилучшей константы C в неравенстве (5) выполнено 
соотношение C ≈ 2, где:
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Те о р е м а  6. Пусть 0 1 2< < <q p pmin( , ) , ¥  

min( , )p p1 2 1 >  и 
1 1 1

r q pi i

: ,= −  i = 1, 2. Тогда для наи‑

лучшей константы C в неравенстве (5) выполнено 
соотношение C ≈ + 3 1 3 2. . , где:
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Пусть vi ∈ +M , i = 1, 2. Положим
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Заметим, что v vi ix x( ) ( ),= | |  v vi ix x( ) ( )= | |  и для функ- 
ций v vi it x( ) : ( ),= | |  t x= | |  на [0, ¥) используются 
те же обозначения. Без потери общности предполо-
жим, что функции vi t( ) непрерывны справа. Тогда 
существует мера Бореля, такая что

 [ ( )] [ ( )] .
[ , ]

v vi

q

q
i

t
i

q

qt d1

0

10− −= +∫ ϕ
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t
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= 0, i = 1, 2.

Те о р е м а  7. Пусть 0 1< <q , p p1 2 1= = . Тогда 
для наилучшей константы C в неравенстве (5) выпол‑
нено соотношение C ≈ + 4 1 4 2. . , где:
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A characterization of n-dimensional bilinear Hardy inequalities in weighted Lebesgue spaces is given.
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