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МЕХАНИКА

1. В в е д е н и е. Впервые задача об устойчивости 
вертикального положения перевёрнутого маятника 
под действием гармонических колебаний опоры 
была решена в работе А. Стефенсона [1], однако 
более детальные теоретические и эксперимен-
тальные исследования были выполнены П. Л. Ка-
пицей [2]. Различные обобщения этой задачи и при-
ближённые методы её решения содержатся в моно-
графиях И. И. Блехмана [3, 4]. В работах авторов 
[5, 6] исследована устойчивость вертикального по-
ложения гибкого стержня со свободным верхним 
концом и шарнирным или жёстко закреплённым 
нижним концом под действием гармонических ко-
лебаний опоры.

В упомянутых выше работах исследование было 
ограничено определением уровня вибраций опоры, 
который обеспечивает устойчивость вертикального 
положения, а область его притяжения не рассма-
тривалась. Ниже этот вопрос рассмотрен для клас-
сической задачи Капицы и её обобщений на случаи 
вибраций опоры более общего вида.

2. Ур а в н е н и е  д в и ж е н и я. В подвижной сис-
теме координат движение перевёрнутого математи-
ческого маятника длины L описывается уравнением
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где j —  угол отклонения маятника от вертикали, 
g —  ускорение свободного падения, n0 —  коэффици-

ент сопротивления. Функция f0(t0) описывает верти-
кальные колебания опоры. Пусть f0(t0) —  полигар-

моническая функция f t A tk k k
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Введём среднеквадратичную амплитуду колебаний 
опоры a0, её среднеквадратичную скорость v0 и ха-
рактерную частоту колебаний w0 по формулам
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где через 〈 〉Z t( )  обозначен оператор осреднения 
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В безразмерных обозначениях уравнение (1) за-

писывается в виде

 �� � ��j ε j ε ε j+ - + =n q f( )sin2 0, (3)

где t t= w0 0 —  безразмерное время (производная 
по нему обозначена точкой),
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Здесь q —  параметр нагружения, ε � 1 — малый па-
раметр.

Для классической задачи Капицы 
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 f t t( ) sin( ).= +2 b  

Стабилизация верхнего положения с помощью 
движения опоры с кусочно-постоянным периоди-
ческим ускорением рассмотрена в [7].

3. А с и м п т о т и ч е с к о е  п р и б л и ж е н и е. 
Ищем решение уравнения (3) в виде двухмасштаб-
ного разложения [8]:
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где t —  медленное время, а средние значения 
функций Vm при фиксированном t равны нулю. 
С учётом соотношений 
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после подстановки ряда (4) в уравнение (3) находим 
последовательно
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Условие 〈 〉 =H 0 даёт уравнение нулевого при-
ближения
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Из уравнения (5) находим условие устойчивости 

нулевого решения q < v2. В исходных обозначениях 
(при n > 0) вертикальное положение асимптотически 

устойчиво, если v0
2 > Lg. В случае гармонического 

возмущения f t A t0 0 0( ) sin( )= +w b  условие устойчи-

вости A Lg2 2 2w >  совпадает с известным [2].

Для физического маятника все результаты сохра-
няются, если в качестве длины L взять приведённую 
длину физического маятника L J mLc= /( ), где J —  
момент инерции, m —  масса, Lc —  расстояние от оси 
вращения до центра тяжести. В частности, для од-
нородного стержня длины L0 будет L L= 2 30 / .

4. О б л а с т ь  п р и т я ж е н и я  в е р т и к а л ь н о г о 
п о л о ж е н и я  м а я т н и к а. Возьмём начальные 
условия j j( ) ,0 00= >  �j( )0 0=  для уравнения (1) 

или (3), соответствующие отклонению неподвижного 
маятника на угол j0. Для уравнения (5) эти началь-

ные условия в силу соотношения �j j ε j
t

= ∂
∂

+ ∂
∂t

 при-

нимают вид U 0 00( ) ,= j  ′ = = -U w f0 00 0( ) ( )sin .� j   

Уравнение (5) при q < v2 на фазовом цилиндре 
( , ),U U0 0 ′  U U0 02+ =p  имеет две устойчивые точки 
покоя U 0 0=  и U 0 = p  и две неустойчивые точки 

покоя U U0 = ± * (причём cos *U q= /v2), через которые 
при n = 0 проходит сепаратрисса ′ = ± -U U0 0v(cos  
- cos ),*U  выделяющая при | |U U0 ≤ *  область 
V U U= ≤{ ,*| |0  | |′ ≤ -U U U0 0v(cos cos )}*  притяжения 
точки U U0 0 0= ′ = .  Положение начальной точки 
(j0, w) на фазовом цилиндре определяет сходимость 
решения к точке U U0 0 0= ′ = . Условие w ≠ 0 означает, 
что в начальный момент времени маятник получает 
импульс, зависящий от �f ( )0  и существенно влияю-
щий на последующее движение. В связи с тем что 
величину �f ( )0  трудно контролировать, будем рас-
сматривать множество W w w w( ) { }j0 1 2= - ≤ ≤  воз-
можных значений w. На плоскости параметров 
(j0, q) выделим область Ga, в которой при фиксиро-
ванном j0 сходимость имеет место при всех w W∈ , 
область Gp со сходимостью при части w и область G0, 
в которой сходимость не имеет места ни при ка-

ком w. Нижняя g -( )j0  и верхняя g +( )j0  границы 
области Gp определяются соотношениями (рис. 1)
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Рис. 1. Области притяжения при гармоническом воз-
буждении.
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Граница g -( )j0  найдена из условия W V( ) ,j0 ⊂  

а g +( )j0  —  из условия F( ) .j0 0≥

В частности, для гармонического возбуждения 

f t t( ) sin( )= +2 b  будет
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Следовательно, в силу неравенства g - ≥( )j0 0  
маятник Капицы при достаточно большом уровне 
вибраций основания независимо от значения на-
чальной фазы b возвращается в вертикальное по-
ложение при начальном угле отклонения 
j0 0 615 35< ≈ °, , при угле 0 615 20, < <j p/  маятник 
возвращается в вертикальное положение лишь при 
некоторых значениях b, а при других значениях b 
приближается к естественному положению равно-
весия j = p. На рис. 1 показаны области притяжения 
для маятника Капицы при гармоническом возбуж-
дении, вычисленные при ε = 0 01, , n = 0 1, . Граница 

g -( ),j0  найденная при численном интегрировании 
уравнения (3), показана сплошной линией, а най-
денная по приближённой формуле (7) —  пунктиром. 

Значения границы g +( ),j0  найденные двумя указан-
ными способами, визуально неразличимы.

Следует сделать два замечания.

Во-первых, границы областей Ga и Gp получены 
для исчезающе малого сопротивления. При конеч-
ном сопротивлении точка на фазовой плоскости, 
первоначально находящаяся вне области Ga при-
тяжения V, в процессе движения может войти 
в неё, в результате чего область расширяется вверх. 
Во-вторых, полученные области притяжения реа-
лизуются лишь при малой амплитуде колебаний 
опоры ( ).ε � 1  При отказе от этого предположения 
движение может не приближаться ни к одной 
из точек покоя, а иметь характер странного аттрак-
тора.

5. М а я т н и к  К а п и ц ы  п р и  с л у ч а й н о м 
в о з б у ж д е н и и. Пусть вертикальные перемещения 
основания f t t0 0 0 0( ) ( )= x  являются случайными, 
причём x0 0( )t  —  нормальный стационарный слу-
чайный процесс с нулевым средним и спект-
ральной плотностью Sx λ

0 0( ).  Рассмотрим те же 
задачи, что и в пп. 2–4 при случайном возбуж-
дении. В отличие от формул (2) среднеквадратич-
ные амплитуда a0 0

= sx  и скорость v0
0

= sx�  коле-

баний опоры и характерная частота w0 вычисля-
ются по формулам
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В безразмерных обозначениях уравнение движе-
ния имеет тот же вид (3)

 �� � ��j ε j ε εx j+ - + =n q( )sin2 0, (9)

в котором теперь

 

t t q
Lg

L
n

n

t
t

= = = =

=

w
s

ε
s

εw

x x
s

x

x

x

0 0 2
0

0

0 0

0

0

0

, , , ,

( )
( )

,

         

   SS
S

x
x

x
λ

λ w

s
( )

( )
.= 0

0

0 0
2

/
 (10)

Как и п. 3, асимптотическое разложение ищем 
в виде (4), в котором математические ожидания 
флуктуаций V tm( , ) t  равны нулю, а операция 〈 〉 ос-
реднения по времени заменяется вычислением ма-
тематического ожидания. Для функции U 0( )t  в ну-
левом приближении получаем уравнение 
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и начальные условия U 0 00( ) ,= j  ′ = -U 0 00 0( ) ( )sin .�x j  

Полагая c sx= �
0

2 , получаем условие устойчивости 

нулевого решения sx�
2 > q или в исходных обозначе-

ниях sx� 0
2 > Lg. При построении областей притяже-

ния можно воспользоваться формулами (6), полагая 

в них v2 2

0
= sx� , fm = ≈max ( )| |�

�x sx0 2  (неравенство 

| |�
�x sx( )0 2≤  выполняется с вероятностью 0,95).

6. Ч и с л е н н о е  м о д е л и р о в а н и е. Стацио-
нарный процесс x(t) моделируем суммой гармони-
ческих слагаемых со случайными амплитудами [9]:
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где hn и ςn —  независимые нормально распределён-
ные случайные величины с нулевым средним и еди-
ничной дисперсией. При max( )λ λn n- →-1 0 про- 
цесс xN t( ) сходится к x( )t  в среднеквадратичном 
смысле.

Будем численно интегрировать уравнение (9) 
с x x( ) ( )t tN=  и с начальными условиями j j( ) ,0 0=  
�j( )0 0=  и находить предельное значение j(t) при 
t → ¥. Оказалось, что в отличие от детерминиро-
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ванного возмущения (см. пп. 3 и 4) результаты об-
ласти притяжения существенно отличаются 
от предсказанных формулами (6). Поэтому рас-
смотрим уравнение (11) подробнее. Случайная ве-
личина c после осреднения по времени равна

c λ h ς= +
=

∑1

2
2 2 2 2
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 По централь- 

ной предельной теореме [10] величина c распреде-
лена асимптотически нормально с дисперсией 

ˆ ˆa pn n
n

N
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2 4 4
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2 0= →
=

∑  при max( ) ,λ λn n- →-1 0  однако 

при конечном N величина sc даёт заметный вклад. 
Запишем с вероятностью 0,95 оценки случайных 
величин, входящих в границы областей притяже-
ния:
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Беря теперь нижние и верхние границы этих ве-
личин, по формулам (6) находим
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Рассмотрим дважды дифференцируемый процесс 
со спектральной плотностью
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где a —  параметр узкополосности, константа c0 на-

ходится из условия 2 1
0

S dx λ λ( ) .
¥

∫ =  По формулам (8), 

(10) находим sx�
2 0 743= , , и условие устойчивости 

принимает вид q < 0,743.

Для численного моделирования возьмём N = 200, 
тогда sc = 0,157. Величина sc —  это мера статисти-
ческой погрешности при моделировании вели-
чины c. В результате меняется условие устойчивости 

q < - =s sx c�
2 2 0 429,  (с вероятностью 0,95). На рис. 2 

приведён график спектральной плотности (15) и по-
казаны области притяжения, построенные при раз-
личных предположениях. Будем указывать границы 
области Gp, ибо области Ga и G0 лежат соответ-
ственно ниже и выше. Теоретическая область Gp 
лежит между кривыми g- и g+ (жирные линии), по-
строенными по формулам (15) при sc = 0. Область 

G p
N , соответствующая моделированию по формулам 

(13), лежит между кривыми gN
-  и gN

+  (тонкие линии), 
построенными по формулам (15) при sc ≠ 0, причём 

G Gp p
N⊂ .  Область G p

e  между кривыми ge
-  и ge

+  
(пунктир) построена на основании результатов чис-
ленного интегрирования уравнения (9) при n = 1 
со случайным возбуждением по формуле (13). Об-

ласти Gp и G p
N  построены при исчезающе малом 

сопротивлении, а область G p
e построена при n = 1, 

с чем связано смещение этой области по отношению 

к G p
N .

7. О б с у ж д е н и е. Для всех рассмотренных выше 
колебаний опоры (гармонических, полигармониче-
ских и случайных) получена граница области устой-

чивости вертикального положения маятника q < v2, 
которую можно записать в виде T > P, где 

T m= v0
2 2/  —  средняя энергия вертикальных коле-

баний, P = mgL —  потенциальная энергия.

Область притяжения устойчивого вертикального 
положения обладает особенностью, связанной 
с тем, что предельное движение маятника зависит 
от начальной фазы возмущения, а для случайного 
возмущения зависит ещё и от реализации случай-
ного процесса. В результате плоскость параметров 
(j0, q) состоит из трёх частей. В двух крайних 
с ростом времени движение приближается к одному 
из вертикальных положений j = 0 или j = p неза-
висимо от начальной фазы (и реализации случай-
ного возмущения). В промежуточном положении 
в зависимости от начальной фазы (и реализации) 
возможно то или иное предельное состояние. Разу-
меется, область притяжения, в которой движение 
стремится к положению j = 0 независимо от на-
чальной фазы (и реализации), представляет наи-
больший интерес.
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Рис. 2. Области притяжения при случайном возбуж-
дении.
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ATTRACTION BASINS IN THE GENERALIZED KAPITSA’S PROBLEM
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Stability of vertical position of an inverted pendulum under action of support vibration as well as the attraction 
basin of this position is considered. In addition to the classic Kapitsa problem for the harmonic vibration of sup-
port, the poly-harmonic and random vibration of support is investigated. The condition of stability of vertical 
position is determined and the attraction basin of this stable position is studied.

Keywords: generalized Kapitsa problem, attraction basin, harmonic and random excitation, two-scale expansion.


