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В задаче описания голоморфно-однородных ве-
щественных гиперповерхностей трёхмерных ком-
плексных пространств в настоящее время остаётся 
не до конца изученным случай невырожденных 
по Леви поверхностей, алгебры Ли голоморфных 
векторных полей на которых являются 5-мерными 
(см. [1–5]).

В работе рассматриваются реализации неразре-
шимых 5-мерных алгебр Ли в виде алгебр голоморф-
ных векторных полей в пространстве C3 и приво-
дится описание всех невырожденных по Леви голо-
морфно-однородных поверхностей, являющихся 
орбитами таких алгебр. Согласно классификации [6] 
имеется всего пять неразрешимых 5-мерных алгебр 
Ли. Обозначения этих алгебр и задающие их ком-
мутационные соотношения приведены ниже:
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Те о р е м а   1. Пусть M —  вещественно-аналити-
ческая гиперповерхность в C3, а g(M) —  5-мерная не-
разрешимая алгебра голоморфных векторных полей 
на M, имеющая полный ранг (вблизи некоторой 
точки M).

1. Если g(M) имеет структуру m9 или m10, то M 
вырождена по Леви;

2. Невырожденными по Леви орбитами других не-
разрешимых алгебр являются (с точностью до локаль-
ной голоморфной эквивалентности) лишь следующие 
поверхности:

  m16 1 2 0:    v = + ∈a aln ln , \ { },x x �   (1)

  vy x z1 2 2 0 1+ = ≥ ≠a a a| |    , , ,  (2)

  m17
2

2
1 1 0:    v = + + ∈a aln( ) ln , \ { },e xx �   (3)

  vch sh , ,y x y z1 2 1 2 0+ = ≥a a| |     (4)

  g x y y y y5 2 1
2

1
2

2
2

1:  ( ) ,v − + =   (5)

где z1,  z2,  w  —   координаты в C3,  x2  =  Re z2, 
y z kk k= =Im ( , ),1 2   v = Im .w

Доказательство основной теоремы 1 состоит фак-
тически из двух шагов.

На первом шаге голоморфная реализация любой 
из пяти обсуждаемых алгебр приводится (за счёт 
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использования техники работы [7]) к упрощённому 
представлению. Базисные векторные поля такой 
алгебры, имеющие первоначально общий вид
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(для краткости e f g hk k k k= ( , , )    ), совместно приво-
дятся за счёт (локальных) голоморфных замен к не-
которой “нормальной форме”. С учётом первого 
утверждения теоремы 1 из всех пяти неразрешимых 
алгебр основной интерес представляют при этом три 
алгебры m16, m17, g5.

На втором шаге система уравнений в частных 
производных, отвечающих таким полям, интегри-
руется для получения наглядных координатных пред-
ставлений изучаемых однородных поверхностей.

Выводы, получаемые из рассмотрений первого 
шага, сформулированы в следующих трёх утверж-
дениях.

Те о р е м а   2. Любая голоморфная реализация ал-
гебры m16, имеющая невырожденные по Леви интег-
ральные гиперповерхности в C3, сводится (с точ-
ностью до локальной голоморфной эквивалентности) 
к алгебре с базисом следующего вида:
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с параметрами B, C, удовлетворяющими условию 
( )B C+ =1 0.

Те о р е м а   3. Любая голоморфная реализация ал-
гебры m17, имеющая невырожденные по Леви интег-
ральные гиперповерхности в C3, сводится (с точностью 
до локальной голоморфной эквивалентности) к алгебре 
с базисом одного из двух следующих видов ( \ { })t ∈� 0 :
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П р е д л о ж е н и е   1. Базис (любой) голоморфной 
реализации алгебры g5, допускающей невырожденные 
по Леви орбиты, можно привести локальным голо-
морфным преобразованием к виду
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При интегрировании полученных алгебр на вто-
ром шаге естественно учесть вид v = F y x y( , , )1 2 2     
уравнений искомых однородных поверхностей, свя-
занный с наличием в упрощённом базисе каждой 

из алгебр двух “выпрямленных” полей 
∂

∂z1

, 
∂

∂w
. По-

следовательное интегрирование уравнений в част- 
ных производных, отвечающих трём остальным по-
лям в каждой из таких алгебр, приводит к пяти типам 
поверхностей из второй части теоремы 1.

Помимо двух обозначенных шагов в изучаемой 
задаче полного описания голоморфно-однородных 
гиперповерхностей отметим ещё один момент. Он 
связан с выяснением вопроса о новизне получаемых 
(на двух первых шагах описанной схемы) многооб-
разий.

Например,  поверхности  (1)  и  (3)  из  фор- 
мулировки  теоремы  1,  т. е.  v = +a ln lnx x1 2   и  

v = + +a ln( ) ln ,e xx2
2

1 1  получены нами как орбиты 
голоморфных реализаций 5-мерных алгебр m16 и m17. 
При этом известно, что поверхности (1) и (3) обла-
дают 7-мерными алгебрами симметрий (см. [3]), 
подалгебрами которых являются рассмотренные 
голоморфные реализации m16 и m17.

Достаточно неожиданным для авторов оказался 
следующий результат.

П р е д л о ж е н и е   2. При a > 0, a ≠ 1 поверхность 
vy x z1 2 2+ = a| |,  отвечающая 5-мерной алгебре m16, 
голоморфно-эквивалентна поверхности

  ( )1 11
2

2
2 2

1
2

2
2 2− − + = − − +| | | | | | | |z z w z z wa   (9)

с тем же значением параметра a.

З а м е ч а н и е   1. Известное (см. [1]) семейство (9) 
обобщает однородные поверхности Картана [8] 
из пространства C2. Каждая поверхность этого се-
мейства при a > 0, a ≠ 1 имеет 6-мерную алгебру 
симметрий.

Для доказательства предложения 2 достаточно 
проверить непосредственными вычислениями, что 
голоморфное отображение

ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК том 487 № 6 2019

608  АТАНОВ и др.



 
z

z

w z
z

z z w

w z

w
z

w z

1
2

1
2

1
2

2
2 2

1
2

2

1

1 1

2 1

* *

*

,
( )

,

( )

= +
−

= − − +
−

= −
−

   
  (10)

переводит обсуждаемую поверхность из формули-
ровки теоремы 1 в поверхность (9) с тем же a.

Отметим ещё, что само отображение (10) можно 
получить, учитывая вложение алгебры m16 2= +sl( )  
+ g2 в алгебру sl sl so  ( ) ( ) ( ),,2 2 2 2+ ≅   ассоциирован-
ную с однородными поверхностями (9).

З а м е ч а н и е   2. Ещё один интересный момент 
связан с (локальной) голоморфной эквивалентно-
стью каждой из картановых поверхностей (9), явля-
ющихся алгебраическими и имеющими 4-й порядок, 
некоторой поверхности второго порядка. Такая эк-
вивалентность является следствием предложения 2. 

Квадратичное  отображение  z z2 2
2* =   превращает 

уравнение vy x z1 2 2+ = a| | в 

  vy x y z1 2
2

2
2

2
2+ − = a| | .  

З а м е ч а н и е   3. При a = 0 поверхность (2), 
отвечающая алгебре m16, голоморфно эквивалентна 

индефинитной  квадрике  v = −| | | |z z1
2

2
2   и  имеет 

15-мерную алгебру симметрий. При 0 1< <a  полу-
чаем в семействе (2) также поверхности с невырож-
денной знаконеопределённой формой Леви, а при 
a > 1 — строго псевдовыпуклые поверхности; в обоих 
случаях алгебра симметрий 6-мерна. Наконец вы-
колотому значению a = 1 отвечает в уравнении (2) 
вырожденная по Леви поверхность, голоморфно 

эквивалентная трубке над конусом x x1
2

2
2 2 0+ − =v . 

Алгебра автоморфизмов светового конуса, как из-
вестно, является 10-мерной биградуированной ал-
геброй Ли (см. [9]). Исходная 6-мерная алгебра, 
действующая на поверхностях (2) и (9), оказывается 
биградуированной подалгеброй этой алгебры, со-
ответствующей чётным бииндексам.

Для определения места в задаче об однородности 
полученных  в  теореме  1  поверхностей  (4)  и  (5) 
можно использовать понятие нормальной формы 
уравнения вещественной гиперповерхности много-
мерного комплексного пространства (см. [10]).

Уточним, что при a = 0 уравнение (4) 

  vch shy x y1 2 1 0+ =   

сводится линейными заменами к виду v = x x2 1exp( ) 
и (см. [11]) задаёт индефинитную сферическую по-
верхность.

При остальных a > 0 уравнения (4), а также (5) 
задают индефинитные несферические поверхности. 

Напомним также, что в [1, Предложение 1.5] выде-
лены голоморфно инвариантные типы многочленов 
N220 из нормальных уравнений именно такого класса 
гиперповерхностей. При этом все описанные в [3] 
индефинитные однородные поверхности с богатыми 
алгебрами симметрий попадают в два таких типа, 
имеющих в упомянутом предложении номера 4 (кар-
танов и псевдо-картанов типы) и 6 (винкельманнов 
тип).

П р е д л о ж е н и е   3. Нормальные уравнения по-
верхностей (4) (при a > 0) и (5), ассоциированных с ал-
гебрами m17 и g5, имеют многочлены N220, относящи-
еся к первому типу предложения 1.5 работы [1]. При 
всех a > 0 набор коэффициентов такого многочлена 
для семейства (4) имеет вид

  ( , , , , ) , , , , ,λ λ λ µ µ1 2 3 1 2 1
1

2
1 0 0               = 





а для поверхности (5)

  ( , , , , ) , , , , .λ λ λ µ µ1 2 3 1 2 1
2

3
1 0 0               = 





С л е д с т в и е   1. Поверхности

 
v

v

ch sh ( ),

( )

y x y z

x y y y y
1 2 1 2

2 1
2

1
2

2
2

1

0+ = >
− + =

a a| |   
  (11)

просто однородны, т. е. их максимальные алгебры сим-
метрий являются 5-мерными.

П р е д л о ж е н и е   4. Поверхности (11) являются 
новыми в задаче об однородности.

Для доказательства заметим, что к настоящему 
времени известны лишь два (правда, достаточно 
объёмных) списка однородных поверхностей в C3:

1)  трубки над аффинно-однородными поверх-
ностями из R3 [12];

2)  однородные поверхности с нетривиальными 
изотропиями [3].

При этом поверхности из второго списка не мо-
гут быть голоморфно-эквивалентными обсуждаемым 
многообразиям (11) из-за больших, чем 5, размер-
ностей их алгебр симметрии. Но и поверхности 
из первого списка отличаются от (11): алгебра сим-
метрий любой трубки содержит 3-мерную абелеву 
подалгебру сдвигов, а у алгебр m17 и g5, отвечающих 
обсуждаемым поверхностям (11), таких абелевых 
подалгебр нет.
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держан GACR (грантовое агентство Чешской Рес-
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After the description by E. Cartan in 1932 holomorphically homogeneous real hypersurfaces of two-dimensional 
complex spaces, a similar study in the 3-dimensional case remains incomplete. In a series of works performed by 
several international teams of authors, the problem is reduced to describing homogeneous surfaces that are non-
degenerate in Levi sense and have exactly 5-dimensional Lie algebras of holomorphic vector fields. In this paper, 
precisely such homogeneous surfaces are investigated. At the same time, a significant part of the extensive list of 
abstract 5-dimensional Lie algebras does not provide new examples of homogeneity. A complete description of 
the orbits of 5-dimensional non-solvable Lie algebras in a three-dimensional complex space, given in the paper, 
includes examples of new homogeneous hypersurfaces. The presented results bring to finish a large-scale scientific 
study of interest to various branches of mathematics.

Keywords: homogeneous variety, holomorphic transformation, non-solvable Lie algebra, vector field, real hyper-
surface.
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