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Основной результат этого сообщения состоит 

в следующем.

Те о р е м а  1 . Для всякого натурального числа d  ≥ 2 

найдётся такое число C(d) > 0, что для всякой лога-

рифмически вогнутой меры μ и для всех многочленов 

f, g степени d на 
n  выполнено неравенство 

 2
1/ 1 1 1/

TV ( )
( ) ,d d

g L
f g C d f g 


         

где 2 :=g g  — дисперсия g, 
  1f  и 

  1g — рас-

пределения случайных величин f и g соответственно. 

Полное доказательство будет опубликовано в от-

дельной работе.
1

Сформулированная теорема обобщает следующее 

свойство многочленов на пространстве с гауссовской 

мерой γ. Пусть d   и g — непостоянный много-

член степени d. Тогда найдётся такое число 

( , ) > 0C d g , зависящее только от d и g, что для вся-

кого многочлена  f  степени d выполнено неравенство 

 2
1 1 1/

TV ( )
( , ) .d

L
f g C d g f g 


        

Данное утверждение было изначально сформу-

лировано в работе [1], а полное доказательство 

с важными техническими подробностями может 

быть найдено в кандидатской диссертации Г.В. Мар-

тыновой [2] (в одномерном случае, из которого 

можно вывести многомерный). Тем не менее, так 

как полное доказательство нельзя получить из опуб-
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ликованной работы [1], а диссертация Г.В. Марты-

новой доступна лишь в нескольких библиотеках, 

было предпринято несколько попыток доказать 

указанное неравенство, используя идеи метода Мал-

лявена. Первая такая попытка была предпринята 

Нурдиным и Поли [3], которые доказали следующий 

результат.

Пусть d , > 0a , > 0b . Тогда найдётся такое 

число ( , , ) > 0C d a b , что для всякого многочлена g 

степени d с дисперсией  2 [ , ]g a b  и всякого много-

члена f степени d выполнено неравенство 

 2
1 1 1/(2 )

TV ( )
( , , ) .d

L
f g C d a b f g 


        

Этот результат показывает, что число C(d, g) зави-

сит только от оценок на дисперсию. Однако степень 

L2
-нормы в теореме Нурдина–Поли хуже степени 

в исходном утверждении. В работе [4] был получен 

промежуточный результат: зависимость константы 

была хуже по сравнению с оценкой Нурдина–Поли, 

но зависимость правой части от L2
-нормы отличалась 

от анонсированной в [1] только логарифмическим 

множителем. Наконец, в работе [5] было установлено 

следующее утверждение.

Пусть  d  . Найдётся  такое  число  ( ) > 0,c d  

зави сящее только от d, что для всех многочленов f, g  

степени  2d  на 
n  выполнено неравенство 

1/1 1 1/( 1)
TV * 2( )( 1) ,ddf g c d g f g               

где 

   2 2
*

| |=1
:= | | .sup e

e
g g d 

Этот результат совпадает с оценкой Давыдова–

Мартыновой. Кроме того, он даёт некоторую ин-
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формацию о константе в правой части. Однако за-

висимость полученной константы от g всё ещё хуже, 

чем в теореме из [3].

Теорема 1 настоящей работы обобщает оценку 

Давыдова–Мартыновой на случай общих логариф-

мически вогнутых мер, т.е. вероятностных борелев-

ских мер с плотностями вида e−V
 относительно мер 

Лебега на аффинных подпространствах L, где 

  ( , ]:V L  — выпуклая функция. Отметим, что 

даже в случае гауссовской меры полученный резуль-

тат даёт новую информацию о константе в неравен-

стве. Также отметим, что из-за независимости кон-

станты в неравенстве от размерности аналогичная 

оценка выполнена и в бесконечномерном случае. 

Доказательство теоремы 1 сочетает некоторые идеи 

из работ [3, 5, 6].

Для , nx y   через ( , )x y  обозначим стандартное 

евклидово скалярное произведение на 
n  и поло-

жим | |:= ( , )x x x ,  nx  . Через 

0 ( )nC   обозначим 

пространство всех бесконечно дифференцируемых 

функций с компактным носителем. Напомним опре-

деление нормы полной вариации TV   знакопере-

менной меры ν на 
n : 

  TV 0:= , ( ), 1 ,sup nd C 
         

где  := | ( ) |sup x  . Распределение 
  1F  слу-

чайной величины F на измеримом пространстве 

с мерой μ определяется соотношением 

 
   1( ) := ( ),F A F A

где A — борелевское множество. Логарифмически 

вогнутая мера μ на 
n  называется изотропной, если 

 
        2 2( , ) ( ) = 0, ( , ) ( ) =| | .n

n n

x dx x dx
 



Производной по Скороходу Deμ борелевской 

меры μ вдоль вектора  ne   называется такая бо-

релевская мера на 
n , что 

 
      = ( )e e

n n

d d D

 

для каждой функции 
  0 ( )nC  . В работе [7] было 

показано, что каждая логарифмически вогнутая мера 

μ с плотностью ρ дифференцируема по Скороходу 

вдоль каждого вектора  ne  , кроме того, 

  

  T = 2 ( ) ,maxe V t
e

D x te dx 

где 
 e  обозначает ортогональное дополнение до 

вектора e.

Для μ-измеримой функции f положим 

 

1/

0
0

:= | | , > 0;

:= | | = .exp ln lim

rr
r

n

r
rn

f f d r

f f d f


 
 
 
 
 
 





 

   



Важной частью доказательства теоремы 1 оказы-

вается следующее обратное неравенство Пуанкаре 

для многочленов на пространстве с логарифмически 

вогнутой мерой, которое представляет отдельный 

интерес.

Те о р е м а  2.  Для всякого d   найдётся такое 

число ( ) > 0C d , что для всяких логарифмически вогну-

той меры μ на 
n , многочлена f степени d и вектора e 

единичной длины выполнено неравенство 

 2 TV 2( ) .e ef C d D f       

Доказательство теоремы 1 основано на несколь-

ких технических леммах.

Л е м м а  1. Пусть ,n d ,  2n . Найдётся та-

кое число ( , )> 0c d n , зависящее только от d и n, что 

для всяких изотропной логарифмически вогнутой меры 

μ на 
n  с плотностью ρ, многочлена h степени d и 

единичного вектора  ne   выполнено неравенство 

  

     [| ( ) | ( )] ( , ) | | .max
s ne

h x se x se dx c d n h d


В следующей лемме получена оценка, похожая 

на теорему 1, но зависящая от размерности.

Л е м м а  2. Пусть ,n d,  2d . Найдётся та-

кое число ( , )> 0,c d n  что для всяких изотропной лога-

рифмически вогнутой меры μ на 
n , многочленов f и g 

степени d, функции 
  0 ( )nC   с   1   и вектора 

e единичной длины выполнена оценка 

       1/ 1/
2 1( ) ( ) ( , ) .d d

e g f g d c d n f g   

Доказательства этих двух лемм основаны на не-

скольких оценках Клартага из работ [8–10]. В дока-

зательствах также используется эквивалентность 

всех Lp
-норм многочленов фиксированной степени 

на пространстве с логарифмически вогнутой мерой 

(см. [11, 12]), а также следующее неравенство Кар-

бери–Райта из [13]: существует такая постоянная c, 

что для всякой логарифмически вогнутой меры μ на 
n  и для всякого многочлена f степени d выполнено 

неравенство 

     
1/ 1/(| | ) | | .

d df t f d cdt

С л е д с т в и е  1. Пусть ,n d  . Найдётся такое 

число ( , ) > 0c d n , что для всяких изотропной логариф-

мически вогнутой меры μ на 
n , многочленов f и g 

степени d на 
n  и функции 

  0 ( )C   с   1   

выполнено неравенство 
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 1 1| | ( ) ( ) ( , ) | | .d dg g d f g d c d n f g d          

Доказательство предыдущего следствия основано 

на неравенстве Пуанкаре для логарифмически во-

гнутых мер из работы [14]: существует такая абсо-

лютная постоянная M, что для всякой логарифми-

чески вогнутой меры μ на 
n  и всякой локально 

липшицевой функции f выполнено неравенство 

            2 2 2
0 0( ) | | | | , = .f fd d M x x d f d x xd

Заключительная часть доказательства теоремы 1 

основана на следующей локализационной лемме.

Л е м м а  [15]. Пусть K — выпуклый компакт 

в 
n , :iF K  , 1 .i p   Пусть все функции Fi 

 полунепрерывны сверху. Пусть 1, , pF FP  — множество 

всех таких логарифмически вогнутых мер с носителем 

в K, что 

 0, =1, 2 , .,iF d i p  

Пусть  ( ): P K   — выпуклая полунепрерывная 

сверху функция, где P(K) обозначает пространство 

всех борелевских вероятностных мер с носителем в K 

со слабой топологией. Тогда 

 


 
1

( )
,...,

sup
F Fp

P
 

достигается на таких логарифмически вогнутых  мерах 

μ, что наименьшее аффинное подпространство, со-

держащее носитель μ, имеет размерность не выше p. 
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In the paper we discuss a new bound of the total variation distance in terms of L2
 distance for random variables 

that are polynominals in log-concave random vectors.
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