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Рассмотрена проблема существования непрерывной зависимости решения краевой задачи от параметра. 
Доказывается, что при наличии свойства p-регулярности существует решение, непрерывно зависящее 
от малого параметра. Основной результат работы базируется на теоремах, представляющих различные 
версии теоремы о неявной функции. Для вырожденных отображений теоремы применяются для анализа 
краевой задачи с малым параметром. В случае абсолютного вырождения найден p-фактор оператор. 
Вводится понятие p-ядра оператора, а также правый и левый обратные операторы. Сформулированы 
теоремы, которые являются специальными версиями обобщённой теоремы Люстерника и теоремы о 
неявной функции в вырожденном случае. Доказана теорема о неявной функции в случае нетривиального 
ядра. 
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Рассматривается проблема существования не-

прерывной зависимости решения краевой задачи 

вида
1

( )
( ) = , , , = 0, ( ) = , ( ) = ,( )kP x P x x x x a x b     (1)

где [ , ] [ , ]: ,k
m mP C a b C a b  ( ) [ , ]

k
mx t C a b , ( , )     

m m    от малого параметра * в окрестности 

решения (1), где * * *( ) = ( , )x t x t  при *, т.е. 

  *
( )U  и  > 0  – достаточно малое, а * – фик-

сированный элемент из 
m m  . В общем случае, 

как известно, такой зависимости не будет, однако, 

как показывается в данной работе, при наличии 

свойства p-регулярности задач (1)  доказать суще-

ствование непрерывно зависящего от параметра  

решения задач и (1) при малых * удаётся (может 

и не единственного).

Например, для краевой задачи 

    2
( ) = = 0, (0) = , (2 ) = ,P x x x x x x  (2) 

где  и  – малые параметры из   * *( , )U , * *= =0,   

а *( ) = 0x t , * = 0, в окрестности (0)V  существует 

решение  ( , ) (0)x t V , непрерывно зависящее от 

малого параметра    = ( , ) (0)U . В дальнейшем 

1  Siedlce University, Siedlce, Poland 
2  Вычислительный центр им. А.А. Дородницына 

Федерального исследовательского центра «Информатика 

и управление» Российской Академии наук, Москва
3  System Research Institute Academy, Warsaw, Poland

*E-mail: prof.tretyakov@gmail.com

зада чу (1) мы трансформируем преобразованием 

переменных к виду 

 


  

( )
( , ) = ( , , , ) = 0,

[ , ],

...

:

k

m m
m

F x F x x x

F X C a b   (3) 

где = [ , ] | ( ) = 0, ( ) = 0{ }k
mX C a b x a x b , аналогично, как 

это сделано в раб оте [1].

Основной результат работы базируется на следу-

ющих теоремах, которые представляют собой раз-

личные версии обобщённой теоремы о неявной 

функции в случае исследования вырожденных ото-

бражений и применяются для анализа краевой за-

дачи с малым параме тром (1). Причём эти теоремы 

могут рассматриваться и как независимые резуль-

таты нелинейного анализа. Введём необходимые 

нам в дальнейшем определения и конструкции 

теории p-регулярности для исследования свойств 

решений уравнения 

 ( , ) = 0,F x  (4) 

где  :F X M Z  и X, M, Z – банаховы пространства 

в случае вырождения отображения ( )F  в решении 

* *( , )x , т.е.   * *( , )ImF x Z  (см., напр и м ер, [1, 4, 

5]). Предположим, что пространство Z разложимо 

в прямую сумму замкнутых подпространств 

1, , pZ Z , т.е. 

  1= ,pZ Z Z  (5) 

где  * *
1= cl ( , )(Im )Z F x  и 1W Z . В качестве W2 мы 

берём замкнутое прямое дополнение к Z1 в Z, т.е. 
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1 2=Z Z W . Пусть 
2 2:WP Z W  — оператор проек-

тирования на W2 параллельно Z1. Через Z2 мы обо-

значим замыкание линейной оболочки квадратичной 

формы (квадратичное отображение)   
2

2* *( , )[ ] .WP F x  

Таким образом, определим индуктивно 

    ( ) * *= cl ( , )[ ] , =2,3 , 1,Im ,...
i

i i
i W iZ P F x W i p  (6) 

где Wi – замкнутое прямое дополнение к 

 1 1... iZ Z , = 2, 3 ,, ...i p  в Z и :
iW iP Z W  – опе-

ратор проектирования на Wi параллельно 

 1 1... iZ Z , =2,3 ,,...i p  в Z. Окончательно 

=p pZ W . Порядок p определён как минимальное 

число (если такое существует), для которого в ыпол-

нено (5). Далее будем для удобства обозначать 
(0)

= .   Определим следующее отображение:

   , ( , ) = ( , ), =1,2 , ,: ...
ii i i Zf X M Z f x P F x i p  (7) 

где :
iZ iP Z Z  – оператор проектирования на Zi 

параллельно       1 1 1 .i i pZ Z Z Z  Тогда 

отображение F может быть представлено как 

     1( , ) = ( , ) ( , )pF x f x f x  (8) 

или   1( , ) = ( , ), , ( , )( ... ).pF x f x f x  Обозначим 

= [ , ]xh h h , xh X ,  h M .

О п p е д е л е н и е  1. Линейный оператор p(h): 

X M Z   

 

* * * *
1 2

( ) 1* *

( ) = ( , ) ( , )[ ]

( , )[ ]

...

...
p

p p
p

h f x f x h

f x h 

     

   (9) 

называется  p-ф а к т о р  о п е р а т о р о м. 

О п p е д е л е н и е  2. Будем говорить, что отобра-

жение F  а б с о л ю т н о  в ы р о ж д е н о  в  т о ч к е 
* *( , )x   до  порядка  p,  если  

( ) * *( , ) 0,iF x     

=1, 2 , 1,...i p . 

З а м е ч а н и е  1. В случае абсолютного вырож-

дения p-фактор оператор равен 

 
( ) 1* *( , )[ ]

p pF x h . 

З а м е ч а н и е  2. Для каждого отображения ( )if  

будет 

    ( ) * *( , ) 0, =1, 2 , 1, =1, 2 , .,... , ...k
if x k i i p

З а м е ч а н и е  3. Каждое отображение ( )if  будет 

абсолютно вырождено до порядка i. Это означает, 

что 
( ) * * 1

( , )[ ]
i i

if x h  – i-фактор оператор, соответ-

ствующий абсолютно вырожденному до порядка i 

отображению ( )if . Поэтому общее вырождение 

отображения ( )F  сводится к анализу абсолютно 

вырожденных отображений ( )if , =1, 2 ,, ,i p  и их 

композиций. 

О п p е д е л е н и е  3. P-ядро оператора   ( )p h  

в точке * *( , )x   – это множество 

 

* * * *
1

2 ( ) * ** *
1

( , ) = Ker ( ) = { ( , )[ ]

( , )[ ] ( , )[ ] = 0}.

:p
p p

p p
p

H x h h X M f x h

f x h f x h

     

    

Заметим, что 
( ) * *

=1

Ker ( )= Ker ( , ) .
p

p k k
p k

k

h f x
    
  


Р-ядро оператора ( ) * *( , )
pF x  в случае абсолютного 

вырождения отображения ( )F  – это 

    ( ) ( )* * * *Ker ( , ) = { ( , )[ ] = 0}.:p p p pF x h X M F x h

О п p е д е л е н и е  4. Отображение F называется 

p-р е  г у л я р н ы м  в  т о ч к е  * *( , )x  на элементе h 

( > 1)p , если  ( ) =Im p h Z  (т.е. оператор  ( )p h  – 

сюръективен). 

О п p е д е л е н и е  5. Отображение F называется 

 p-р е г у л я р н ы м  в  т о ч к е  * *( , )x , если оно 

p-регулярно на каждом элементе   * *( , ) {0}\ph H x   

или * *( , ) = {0}pH x . 

Обозначим через 
 1

{ }  правый обратный оператор, 

т.е. 
 1

= { | = }A y x X Ax y  и  1
= | =inf .A y x Ax y     

Очевидно, что оператор 
 1

{ }  многозначный.

О п p е д е л е н и е  6 .  П ус т ь    =:F X M Z  

 1= ... .pZ Z  Отображение ( , )F x  называется 

с т р о г о   p-р е г у л я р н ы м  в  т о ч к е  * *,x , если 

существуют константы > 0  и > 0c  такие, что 

  
 

  
1

( ) < ,sup p
h H

h c 

где       ( ) * *= =( , ) ( , )[ ] ,{ : k k
x Zk k

H h h h X M f x h 

=1, 2 , , =1, ... }.X Mk p h   Пусть * *= ( , ) =S S x  

* *= , ( , ) = ( , ) = 0{( ) : }x X M F x F x      – множество 

решений уравнения ( , ) = 0F x  и x
T S* *( , )  – каса-

тельный конус к множеству S в точке * *( , )x , т.е. 

 


       

    
* *

* *
( , )

= ( , ) ( ) ,

( ) = ( ), [0, ], > 0 .

x
T S h X M x h r S

r o 

{ :

}

Далее мы сформулируем несколько теорем, ко-

торые являются специальными версиями обобщения 

известной теоремы Люстерника и теорем о неявной 

функции на вырожденный случай, специфичных 

для наших результатов.

Т е о p е м а  1. Пусть 
  1

( , ) ( )
pF x C X M , 

 F X M Z: , где M – многомерное евклидово про-
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странство, X, Z – банаховы пространства. Пусть 

* *( , ) = 0F x  и  M ,   1  ,   (0, )  

  ( ) * *

=1

Ker ( , )

p
k k

k
k

f x  и F строго p-регулярно на M, т.е. 

  

     

   




* * * *
1 2

( ) 1 1* *

( , ) ( , )[0, ]

( , )[0, ] .

{ ...

... }p p
p

f x f x

f x c  (10) 

Тогда существует непрерывное отображение 

= ( )x x ,   *
( )V , где  

*
( )V  — окрестность точки 

*,    *
( ) ( )x C V ,  > 0  – достаточно малое, та-

кое что 

  ( ( ), ) = 0,F x

          **( ) = ( ), ( ) ( ),x x o     (11) 

      1/ ** * *

=1

( ) ( , ) ( ).
p

k
k Zk

k

x x c f x V     (12) 

Те о p е м а  2  (о неявной функции в случае не-

тривиального ядра). Пусть 
  1

( , ) ( )
pF x C X M , 

 :F X M Z , где M – конечномерное евклидово про-

странство, X, Z – B-пространства. Предположим, 

что * *( , ) = 0F x  и   M ,  =1  ,  (0, )  

  ( ) * *

=1

Ker ( , )

p
k k

k
k

f x : 

  

     

   

* * * *
1 2

( ) 1 1* *

( , ) ( , )[0, ]

( , )[0, ] .

{ ...

... }p p
p X

f x f x

f x C


  (13) 

Тогда существует отображение = ( ),x x   

  *
( )V ,    *

( ) ( )x C V ,  > 0  – достаточно 

малое, такое, что 

   ( ( ), ) 0,F x

         * *( ) = ( ), ( ) = ( ),x x o     (14) 

      1/* **

=1

( ) ( , ) ( ).
p

k
k Zk

k

x x c f x V     (15) 

Т е о p е м а  3. Пусть 
  1

( , ) ( )
pF x C X M , 

 :F X M Z , где M – конечномерное евклидово про-

странство, X, Z – B-пространства. Пусть для  0,h  

  ( )h V  существует xh X ,  <xh c   такое, 

что F  p-регулярно на =[ , ]xh h h , т.е. 

  

    

  

* * * *
1 2

( ) 1 1* *

( , ) ( , )

( , )[ ] .

{ ...

... }p p
p X

f x f x h

f x h C


  (16) 

   ( ) * *

=1

K ( , )

p
k k

k
k

h er f x , 





=
h

h
h 

. Тогда существует 

непрерывное отображение x = x(),   *
( )V , 

  *
( ) ( )x C V( ) ,  > 0  – достаточно малое, такое, 

что 

  ( ( ), ) = 0,F x

 

* *= , ( ) = ( ) ( ),

( ) = ( ), ( ) = ,

xh x x c h

o c

        
           (17) 

     * * 1/

=1

( ) ( , ) .
p

k
k x Zk

k

x x c f x h     (18) 

Возвращаясь к  уравнению (2), нетрудно показать, 

что его можно заменой переменных преобразовать 

к виду 

 
           

 2
( , ) = ( , , ) = 1 ( )=0,

2 2
F x F x x x x

 

 
  2 2

[0,2 ],

= { [0,2 ] | (0) = (2 ) = 0}.

F X C

X C x x

:

  (19) 

При этом отображение F будет 2-регулярным 

в точке (0,0,0) на элементе  =[0, , ]h h h ,  h h  (или 

   ) и  = [ , , ]sinh q t h h  для  =h h  (или  = ). 

Поэтому на основе вышесформулированных теорем 

мы можем дать основной результат.

Те о p е м а  4. Отображение ( , )F x  – 2-регулярно 

в точке (0,0,0) , * = 0  на элементе =( , )xh h h , где 





=

h
h

h 
,   =( , )h  и 

, 0, = ;
( , ) =

0, .

sin
x

b t b
h t

      
 

и для  *( )V ,  > 0  достаточно малое, существует 

непрерывная функция ( , )x t  такая, что x(t,  )  = 

= ( ) ( , )sinc t t    ,  (0, ) =x ,   (2 , ) =x , где 

       

, = ;
( ) =

( ), .
c

o

 
   

В заключение сформулируем общую теорему 

о непрерывной зависимости решения краевой задачи 

от граничных условий. И так, задачу (1) мы можем 

рассматри вать в виде (3)

    ( )
( , ) = ( , , , , ) = 0, : ,k m mF x F x x x F X  

 = { [ , ]| ( ) = 0, ( ) = 0},
k
mX C a b x a x b

где   *( )V  и  > 0  достаточно малое.
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Теоpема 5. Пусть 
   1

( , ) [ , ]
p k m m

mF x C C a b( )   

и для   0h ,   (0)h V ,   = ( , )h , существует 

 ( , )xh t X ,   ( , ) <xh t c   такое, что ( , )F x  

p-регулярно  в  точке  * *( , )x   на  векторе 

 ( ) = [ ( , ), ]xh h t h , где    ( ) * *

=1

( ) Ker ( , )

p
k k

k
k

h f x . 

Тогда существует непрерывное отображение 

= ( , )x x t ,  *( )V ,  [ , ]t a b ,   *( , ) ( )x t C V( ) , 

> 0  достаточно малое и такое, что 

    ( ( , ), ) = 0, ( ) = , ( ) = ,F x t x a x b  (20) 

       *( , ) = ( ) ( , ) ( , ),xx t x c h t t  (21) 

где 

        **( ), ( , ) = ( ).O t o     (22) 

Заметим, что, вообще говоря, исходн ое уравне-

ние (1) можно не преобразо вывать к виду (3) и сфор-

мулировать результат в следующим виде. 

Те о p е м а  6. Пусть 
1

( ) ( ),pP x C X   [ , ]: mP X C a b  

и 
( )( ) ( , , )

( , ) = = , ,
( , ) ( )

... :
kP x P x x

F x F X M Z
x G x

            

где  = [ , ]
k
mX C a b , =

m mM   , Z  = Cr[a,b] 

 m m  , а ( )G x  – оператор краевых условий, т.е. 

 ( ) = ( ), ( )G x x a x b


.   Если      = ( , ) 0h , 





=

h
h

h 
, существует xh X  такой, что 

   ( ) * *

=1

= [ , ] K ( , )

p
k k

x

k

h h h er F x  и 

 
 

    

  

* * * *
1 2

( ) 1 1* *

{ ( , ) ( , )[ ]

( , )[ ] } ,

...

... p p
p

f x f x h

f x h c


  (23) 

то существует непрерывное отображение = ( )x x , 

 *
( )V ,    *

( ) ( )x C V , > 0  достаточно малое 

и такое, что  ( ( ), ) = 0F x  и 

       *( , ) = ( ) ( , ) ( , ),xx t x c h t t  (24) 

где    *( ) = ( )c O   ,     *
( , ) = ( )t o    . 
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The problem of the existence of a continuous dependence of the solution of a boundary value problem on a parameter 
is considered. In this paper, it is proved that, in the presence of the p-regularity property, there exists a solution that 
continuously depends on a small parameter. The main result of the paper is based on theorems representing different 
versions of the implicit function theorem. In the case of degenerate mappings, the theorems are used to analyze a 
boundary value problem with a small parameter. In the case of absolute degeneration, a  p-factor operator is found. 
The concept of the p-kernel of the operator is introduced, as well as the left and right inverse operators. Theorems are 
formulated that are special versions of the generalized Lyusternik theorem and the implicit function theorem in the 
degenerate case. An implicit function theorem is formulated and proved in the case of a nontrivial kernel. 

Keywords: boundary value problems, p-regularity, dependence of a solution on a parameter, implicit function theorem, 
degenerate mappings, projection operator, closure of linear shell of quadratic form, completely degeneracy, p-kernel 
of operator p-factor operator, absolute degeneracy, right inverse operator.
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