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Доказывается (в предположении континуум-гипотезы CH) существование совершенно нормального 
компактного топологического пространства Z и счётного множества E Z таких, что Z  \E не уплотняется 
на компакт. Существование такого пространства отвечает (в CH) отрицательно на вопрос В.И. Поно-
марёва: каждый ли совершенно нормальный компакт является -пространством? Доказывается, что 
в классе упорядоченных компактов свойство быть -пространством не является мультипликативным.
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Вопрос “Какие топологические пространства 

можно уплотнить на компакт?” принадлежит 

П.С. Александрову. Для метризуемых пространств 

этот вопрос поставил С. Банах [1].
1

Компактное топологическое пространство X на-

зывают -пространством [2], если для всякого счёт-

ного S X  подпространство \X S  уплотняется 

(взаимно однозначно и непрерывно отображается) 

на компакт. Хорошо известно, что всякий метри-

ческий компакт является -пространством [3]. 

В.И. Пономарёв предложил следующую задачу [4]: 

пусть X – совершенно нормальный компакт (ком-

пакт с первой аксиомой счётности), a D – его счёт-

ное подмножество. Можно ли подпространство X\D  

уплотнить на компакт?

В.И. Белугин получил положительный ответ в 

классе нульмерных компактов с первой аксиомой 

счётности [2] и, чуть позже, в классе упорядоченных 

компактных пространств [5]. В общем случае вопрос 

Пономарёва решается отрицательно. В работе [6] 

был построен компакт с первой аксиомой счётно-

сти, не являющийся -пространством. Этот компакт 

не является совершенно нормальным, поэтому во-

прос Пономарёва для класса совершенно нормаль-

ных компактов оставался открытым.

В этом сообщении (в предположении конти-

нуум-гипотезы CH) строится пример совершенного 

нормального компакта, который не является -про-

странством. В построении примера (теорема 1) ис-
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пользуются конструкции В.В. Федорчука [7] и работ 

[6, 8].

О б о з н а ч е н и я :   – канторово совершенное 

множество, – отрезок [0,1] , = (0,1]  – полуин-

тервал, 0  – первый бесконечный ординал, 1  – 

первый несчётный ординал, 


[ ]A  – множество всех 

бесконечных счётных подмножеств множества A , 

A  и B  – проекции множества A B  на множе-

ства A и B соответственно. Множество T сходится 

к точке t (T  t), если всякая окрестность точки t 

содержит все точки T кроме конечного числа.

Те о р е м а  1  (CH).  Существует совершенно 

нормальный компакт, не являющийся -пространст-

вом.

С х е м а  д о к а з а т е л ь с т в а . Пусть B – ком-

пактное расширение    с наростом, гомеомор-

фным  . Далее считаем, что ( ) =\B    . Пусть 

  = {(0, ) : } .E n n   
A) В силу CH, упорядочим следующие множе-

ства:

     0 1= { : < }t ; 

     1 0{ : < } = { : | | = }P P P ; 


      1{( , ), < } = {( , ): , [ ]S S S S S S   ,

=S S f ,  S  взаимно однозначно и для любого 

x S     0| { : ( ) = ( )} |< }y S x y  ;


       1{( , ): < } = {( , ): [ ]f f   ,    

взаимно однозначно и :f   произвольное 

отображение};


      1{( , ): < } = {( , ): [ ]Q Q Q   ,  Q  

взаимно однозначно и  : Q E  произвольное ко-

нечно-кратное отображение при = }Q E f .
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Пусть      0 1[ , )    .      Положим 

= { < : }\t P P      ,   = { < : }\t S S      , 

= { < : nx t    ,         ( )n nx f x t      , 

 ( ) }nf x t ,    = { < :      ,       }t , 

= { < : nx t    ,            ( ) }n nx Q x t , 

= { < :      ,   }t Q .

Построим множества P ,  , S ,  , 

 ,  ,  , M ,  , Q , 
Q ,  , 

B ,    , такие, что:

1) все построенные множества бесконечны, 

счётны и попарно не пересекаются;

2)         { }P P t\ ,       S S ,          , 

   { }K t\ ,     M ,    Q Q ,    Q E , 

 B Q ;

3)  f   взаимно однозначно и   ( ) =f , 

  Q  взаимно однозначно и 
  ( ) =Q Q ;

4)    ( )t f M ,     ( )t B ;

5) если    
   

        =T P S  


  

   

      M Q Q B , то  T t .

Так как T  дискретно в { }\B t , построим не-

прерывное отображение    : { } { }\h B t   такое, 

что

6)     : { }h P P   биекция;

7)  ( ) = 0,h S  ( , ) = 1,h x n  если ( , )x n S  и 

 n S ;

8)  ( ) = 0h Q , 
( ) = 1h Q ;

9)  ( ) = 0h ,  ( ) = 1h ;

10)  ( ) = 0h M ;

11)  ( ) = 0h B .

Воспользуемся методом построения примеров, 

предложенным В.В. Федорчуком в [7], а также кон-

струкцией теоремы 7 в [8].

На множестве  1{( , ): , 1 < }B x x       опре-

делим топологию  посредством базы окрестностей 

произвольной точки   ( , )z x B .

Пусть  : B B  – отображение, определённое 

следующим образом:

(( , )) = ( , )x n x n , x   и n  ,  (( , )) =x t , 

x   и    0 1< .

Обозначим   ( ) = { : | | <O x y x y ,  }y  , x  . 

Если = ( , )z x n , то    ( ) ( ) { }O z O x n ,  > 0 .

Если = ( , )z x ,    0 1< , V  – произвольная 

окрестность точки t  в B, >0 , то    ( , ) ( ( )O V z O x

 
      1 1

) ( ( ( ) { }) )h O x V . Тогда B  – компакт 

с первой аксиомой счётности и отображение 

 : B B  непрерывно [7].

Для доказательства совершенной нормальности 

компактного пространства  ( , )B  достаточно дока-

зать, что компакт    1
( )K K  совершенно нормален.

Докажем, что = \Z B E  не уплотняется на ком-

пакт. Предположим противное. Пусть   – исходная 

топология на Z ,   1 , и 1( , )Z  – компакт. По-

ложим 



 
1

1
= {(0, ) { } : }nT n m

m
  для всех n  . 

Тогда Tn – связный компакт как пересечение убы-

вающей последовательности связных компактов и 


  1
{ } = ( { }) nn n T  .

Б)  (0, ) { }nT n  для любого  > 0 . 

Пусть    1 = { : ( { }) }    ,nN n T n  f     

E1 =  1= {(0, ): }n n N B .

В)   1 0| |
B

E K . 

Пусть   
2 = { : }   ,nN n T K f    

E2 =   2= {(0, ): }n n N B .

Г)   2 0| |
B

E K . 

Пусть        3 = { : ( { }) =   ,nN n T n  f  

  { { }: ( )}nT m m D n , где ( )D n  конечно и для 

всякого  ( )m D n  выполняется ( { }) =  .nT m f

Положим 4 3= { ( ): }N D n n N  и 

E4 = {(0, n):  4} .n N B 

Д)   4 0| |
B

E K . 

Условия А)–Д) достаточны, чтобы доказать свой-

ства, аналогичные (6)–(10) в [6], и получить проти-

воречие с тем, что 1( , )Z  – компакт.
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Вопрос. Существует ли в ZFC пример совершенно 

нормального компактного пространства, не явля-

ющегося -пространством?

В.И. Белугин доказал [5], что упорядоченный 

компакт является -пространством. Заметим, что в 

классе упорядоченных пространств свойство быть 

-пространством не является мультипликативным.

Те о р е м а  2. Существует упорядоченный компакт, 

квадрат которого не является -пространством.

В доказательстве используются результаты работ 

[9–12].
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ON THE PROBLEM OF CONDENSATION ONTO COMPACTA

A. V. Osipov
1,2

, E. G. Pytkeev
1,2

1 N.N. Krasovskii Institute of Mathematics and Mechanics of the Ural Branch of the Russian Academy of Sciences, 

Ekaterinburg, Russian Federation
2 Ural Federal University, Ekaterinburg, Russian Federation

The paper proves (assuming the continuum hypothesis CH) that there exists a perfectly normal compact topological 
space Z and a countable set E Z, such that Z  \E is not condensed onto a compact. The existence of such a space 
answers (in CH) negatively to the question of V.I. Ponomareva: Is every perfectly normal compact an -space? 
It is proved that in the class of ordered compacts the property of being an -space is not multiplicative.

Keywords: condense, -space, perfectly normal compact.
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