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Пусть G  – метрический конечный некомпактный и связный граф, состоящий из конечного множества 
рёбер и вершин. Будем предполагать, что хотя бы одно ребро имеет бесконечную длину. Основной 
объект работы – гамильтониан Hα,  ассоциированный в L m2( ; )G  C  с матричным выражением Штурма–
Лиувилля и граничными условиями дельта-взаимодействия во всех вершинах. Предполагая, что 
потенциальная матрица является суммируемой, и применяя технику граничных троек и соответствующих 
функций Вейля, мы показываем, что сингулярный непрерывный спектр как гамильтониана Hα,  так и 
всех других самосопряжённых реализаций выражения Штурма–Лиувилля пуст. Также мы находим 
условия на граф, при которых положительная часть гамильтониана Hα  – чисто абсолютно непрерывна. 
При дополнительном условии на потенциальную матрицу для числа отрицательных квадратов оператора 
Hα  получен аналог оценки Баргмана. Также найдена формула для матрицы рассеяния для пары 
{ , }H Hα D ,  где HD  — оператор задачи Дирихле на графе.
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В в е д е н и е . Спектральная теория квантовых 
графов с конечным или бесконечным числом рёбер 
активно развивается в последние два-три десяти-
летия (см. монографии [2, 13], работы [3, 4, 7] и 
цитируемую в них литературу). Всюду в сообщении 
G = ( , )V E  — метрический конечный некомпактный 
и связный граф, состоящий из конечного множества 
вершин V  и рёбер E,  длина хотя бы одного из ко-
торых бесконечна. Основной объект работы – га-
мильтониан H Hα α: ,= ,Q  ассоциированный в 
L m2( ; )G C  с матричным выражением Штурма–Лиу-

вилля A =
2

2
− +d

dx
Q,  Q L m m∈ ×1( ; )G C  и граничными 

условиями дельта-взаимодействия во всех вершинах 
v V∈  

 
f v

f v f v
e

e

непрерывна  в ,

( ) = ( )∑ ′ α  (1)

(см. [2, 13] и формулу (8)), где α: ,V m m→ ×C  
α α( ) = ( )*⋅ ⋅  – матричная функция.

При α = 0  условие (1) – известное условие 
Кирхгофа.

В работе показано, что сингулярный непрерыв-
ный спектр как гамильтониана Hα,  так и всех 
других самосопряжённых реализаций выражения 
Штурма–Лиувилля A  c суммируемым на графе 
потенциалом Q  пуст. Найдены условия на граф, при 
которых положительная часть гамильтониана Hα   
чисто абсолютно непрерывна. При этом отрицатель-
ный спектр оператора Hα  либо конечен, либо счётен 
с единственной предельной точкой ноль. При допол-
нительном условии на Q  для числа отрицательных 
квадратов оператора Hα  получен аналог оценки 
Баргмана. Также найдена формула для матрицы рас-
сеяния { ( , ; )}}S DH Hα λλ ∈ +R  для пары { , }H Hα  D ,  где 

HD  – оператор задачи Дирихле на графе.
Обозначения. H,  H  обозначают сепарабель-

ные гильбертовы пространства. B( )H ,  C( )H  — про-
странства ограниченных и замкнутых операторов 
в H  соответственно. Пусть I ICm m=  и O OCm m=  

обозначают единичный и нулевой операторы в Cm.  
Далее, dom( )T  и ker( )T  обозначают область опре-
деления и ядро оператора T ∈C( )H  в H;  σac T( ),  
σsc T( )  и σ p T( )  обозначают абсолютно непрерыв-
ный, сингулярно непрерывный и точечный спектры 

оператора T T= ( )* ∈C H ,  ET ( )⋅ — его спектральная 

мера. L m
comp  2 ( ; )R C+  — это функции из L m2( ; )R C+  ,  

исчезающие в бесконечности.
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1. Квантовые графы.  Пусть множество E  
рёбер графа G = ( , )V E  состоит из p1(> 0)  беско-
нечных и p2( 0)≥  – конечных рёбер. Степень deg( )ν  
вершины ν  — это число рёбер, инцидентных ν.  
Обозначим также:

Vint  — множество вершин, которым инцидентны 
только конечные рёбра,

Vext  — множество вершин, которым инцидентно 
хотя бы одно бесконечное ребро,

Efin  — множество конечных рёбер и E∞  — мно-
жество бесконечных рёбер.

В данных обозначениях E E E= fin ∪ ∞  и V  = 
= .V Vint ext∪  Для конечного ребра e  начальную и 
конечную вершины обозначают νo  и νin  соответ-
ственно.

С графом G  мы связываем гильбертово про-
странство L m2( ; )G  C  функций f m:  G→ C :  

 

L L e

f f f L e

f f

m

e E

m

e e E e
m

e e

2 2

2

,1

( ; ) = ( ; ) =

= { } ( ; ) ,

= ( ,..

G C C

C
∈

∈

⊕
= ∈{ }:

.., ) ( ; ).,
2f L ee m

m� ∈  C

 (2)

Введём оператор Штурма—Лиувилля на графе G.  
Пусть на каждом ребре e E∈  потенциальная ма-
трица Qe ( )⋅  обладает свойствами 

Q L e Q x Q x x ee
m m

e e∈ ∈×1 *( ; ) ( ) = ( ) .C   и   для  п.в.   (3)

Определим на ребре e E∈  минимальный симме-
трический оператор A Ae e:= ,min,  ассоциированный 
в L e m2( ; )C  с дифференциальным выражением 

 Ae e
d

dx
Q e E:= , .

2

2
− + ∈  (4)

В случае бесконечного ребра e E∈ ∞  область мини-
мального оператора Ae  имеет вид 

dom loc( ) = ( ; ) : , ( ; ),

( ) ( ; ),

2

2

A f L e f f AC e

f L e f

e e
m

e e
m

e e
m

e

∈ ′∈{
∈

C C

CA (( ) = ( ) = 0,

.

ν ν

ν

′

∈ } ∈ ∞

f

V e E

e  

   ext ,

(5)

В случае конечного ребра e E∈ fin  оператор Ae  за-
даётся соотношениями (5), в которых последние 
равенства заменяются следующими: 

f f f f e Ee e e e( ) = ( ) = ( ) = ( ) = 0, .ν ν ν νo in o in fin   ′ ′ ∈   (6)

В силу (3) операторы Ae,  e E∈ ,  являются симме-
трическими и их индексы дефекта равны n A me± ( ) =  

для e E∈ ∞,  и n A me± ( ) = 2  для e E∈ fin .  Резюмируя, 
вводим минимальный симметрический оператор 
A A A

e E
e:= =

∈
⊕ min  на графе G,  ассоциированный с 

дифференциальным выражением A A:=
e E

e
∈
⊕ . Ясно, 

что индексы дефекта n A m p p± +( ) = ( 2 ).1 2

2. Отсутствие сингулярного непрерывного 
спектра. 

Те о р е м а  1.  Пусть для каждого ребра e E∈  

выполнено условие (3). Пусть также A�  — произволь-
ное самосопряжённое расширение минимального 
оператора A A

e E
e:= ,

∈
⊕  заданного на графе G.  Тогда:

(i) сингулярный непрерывный спектр σsc A( )�  явля-

ется пустым, т.e. σsc A( ) =� ∩R φ;

(ii) абсолютно непрерывный спектр σac A( )�  запол-

няет полуось R+,  σac A( ) =� R+,  и имеет кратность 
N t mp tA� �( ) ,= ∈ +1 ;  

(iii) оператор A�  полуограничен снизу и его отри-
цательный спектр или конечен, или образует счётную 
последовательность, стремящуюся к нулю. 

Самосопряжённые расширения A�  называют 
также реализациями выражения A.  

Замечание 1 . Подчеркнём, что в отличие от 
абсолютно непрерывного спектра сингулярный 
спектр неустойчив относительно одномерных воз-

мущений. Так, существуют такие операторы − +d

dx
Q

2

2
 

в L m2( ; )� �+ ,  для которых задача Дирихле имеет 

абсолютно непрерывный спектр, а задача Неймана 
содержит sc-компоненту. В условиях теоремы 1 
этот эффект невозможен. 

Доказательство теоремы 1(i) опирается на тео-
рию граничных троек и функций Вейля (см. [5, 6, 10]) 
и развивает метод [9]. Утверждения (ii), (iii) вытекают 
из аналогичных результатов для оператора HD  (см. 
[9]) и теорем Като—Розенблюма и Вейля [14].

Пусть X xn n
N:= { } =1  — конечное подмножество 

точек полуоси R+ .  Пусть также { } =1αn n
N  — последо-

вательность самосопряжённых матриц порядка m.  
Рассмотрим следующее формальное дифференци-
альное выражение: 

 
AX Q

n

N

n n

m

d

dx
Q x x

Q Q L

, ,

2

2
=1

* 1

:= ( ),

( ) = ( ) ( ; ).

α α δ− + + −

⋅ ⋅ ∈

∑
+R C

 (7)

Тогда полуось R+  вместе с вершинами V X=  об-
разует граф, состоящий из N  конечных рёбер и 
одного бесконечного ребра ( , )xN ∞ .  Поэтому из 
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теоремы 1 вытекает один из основных результатов 
работы [9] об отсутствии сингулярного непрерыв-
ного спектра у всех самосопряжённых расширений 
минимального оператора, ассоциированного с 
выражением (7) (см. [9, теорема 4.6]). 

Замечание 2. Для скалярного квантового гра- 
фа ( =1)m  с нулевым потенциалом Q = 0  теорема 1 
получена ранее Онгом [12] с помощью принципа 
предельного поглощения. 

3. Положительный точечный спектр. Пусть 
Q Q L m m= ( ; )* 1∈ ×G C  и α : V m m→ ×C ,  α α= *. Обо-
значим через H Hα α:= ,Q  гамильтониан вида 

 

H H Hα α α

α

:= := ( ), = ,

( ) = ( ) :

,
*

0 *

Q A A A

f A

f

max maxdom    

dom dom

  у

�

H ∈{
ддовлетворяет    (1), }ν ∈V .

 (8)

Легко видеть (и хорошо известно), что H Hα α= * .
В дальнейшем q( )ν  обозначает число бесконеч-

ных рёбер, инцидентных вершине v V∈ ext,  а 
deg( ) ( )ν ν− q  — число конечных рёбер, инцидентных 
вершине ν ∈V.  

Предложение 1.  Пусть Hα  — гамильтониан 
вида (8). Пусть также выполнены следующие условия:

(i) для каждой вершины ν ∈Vint  число инцидентных 
конечных рёбер не превосходит двух, т.e. 

 deg( ) 2 ;ν ν≤ ∈       intдля  всех V  (9)

(ii) для каждой вершины ν ∈Vext  число инцидентных 
конечных рёбер не превосходит единицы, т.e. 

 deg( ) ( ) 1 .ν ν ν− ≤ ∈q V      extдля  всех  (10)

Тогда Hα  не имеет положительных собственных 
значений, т.e. σ αp( ) =H ∩ +R φ.  

Из теоремы 1 и предложения 1 вытекает следу-
ющая 

Теорема 2.  Пусть выполнены условия теоремы 1 
и условия (9), (10). Тогда:

(i) положительный спектр оператора Hα  имеет 
кратность mp1  и является чисто абсолютно непре-
рывным, т.е.

σ σ σα α αp sc sc( ) = ( ) = ( ) =H H H∩ ∩ ∩+ +R R R φ;

(ii) отрицательный спектр оператора Hα  либо 
конечен, либо счётен с единственной предельной точ-
кой ноль. 

Замечание 3. В условиях теоремы 2 0 ( )∈σ αac H ,
что не исключает включения 0 ( )∈σ αp H ,  т.е. ноль 
может быть и собственным значением кратности 
k mp≤ 1.  Например, это так для оператора, ассоци-
ированного с выражением 

A := , ( ) := ( ) , , ( ) ,

> 0, {1,2

2

2 1
2 2− + − + +{ }

∈

− −d

dx
Q Q x x a x a

a j

m

j

  diag …

,, , },… m

и граничным условием

 ′y Ty(0) = (0),    T a am= { , , }1−diag … .  

Замечание 4.  Снова рассмотрим простейший 
граф, порожденный полуосью R+  и конечным под- 
множеством вершин V X xk k

N= := { } .=1  В этом случае 
условие (1) — это условие δ-взаимодействия в 
каждой вершине xk , и оператор вида (8) совпадает 
с реализацией Дирихле выражения (7), задающего  
δ-взаимодействия. Поэтому из теоремы 2 вытекает 
теорема 4.8 из [9], – основной результат этой работы 
об операторе HX Q, ,α  с δ-взаимодействиями в 
L m2( ; )�+ C .

При  отсутствии δ-взаимодействий( )α α1 = = = 0… N  
это даёт абсолютную непрерывность спектра как 
оператора задачи Дирихле, так и любого самосо-
пряжённого расширения минимального оператора 
Штурма—Лиувилля с потенциальной матрицей 
Q L m m∈ +

×1( , )� � .  В свою очередь, этот результат 
обобщает классический результат Титчмарша для 
скалярного оператора, ассоциированного в L2( )�+  

с выражением A :=
2

2
− +d

dx
q  при q q L= ( )1∈ +�  

(см. [15, глава 5]). 
В следующем предложении показывается, что 

условия (9), (10) являются точными. 
Предложение 2.  Пусть существует вершина 

ν,  в которой выполняется одно из следующих условий: 

 
q q

q

( ) = 0

( ) > 2

( ) > 0

( ) ( ) 2

ν
ν

ν
ν ν

,

deg

,

deg .



 − ≥





или  (11)

Тогда найдутся такие графы G  со специальными 
соотношениями длин конечных рёбер и такие 
Q Q L m m= ( ; )* 1∈ ×G C ,  при которых положительный 
точечный спектр расширения Кирхгофа H0  мини-
мального оператора A  не пуст. 

4. Оценка типа Баргмана. Здесь привёден 
аналог оценки Баргмана для числа отрицательных 
квадратов оператора H Hα α= *  (в частности, для 
H H0 := kir )  при условии xQ L m m∈ ×1( ; )G C .

Каждая матрица T T m m= * ∈ ×�  допускает (един-
ственное) разложение: T T T= + −− ,  в котором 
T TE± ±± ≥= 0  и E ET+ ∞= [0, ),  E ET− −∞= ( ,0).  Для 
каждого самосопряжённого оператора T T= ( )* ∈C H  
полагаем κ− −∞( ) := ( ,0).T ETdim  

Теорема 3.  Пусть Q Q Q L
e E

e
m m= = ( ; ),* 1

∈

×⊕ ∈ G C  

Q Q Ee e Qe, := ( , 0) 0− − −∞ ≥ ,  и x Q L ee e
m m∈ ×1( ; )C  для 
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всех e E∈ .  Тогда для оператора Hα,Q  справедлива 
оценка 

 κ α−
∈

−≤ ⋅



 +∑ ∫( ) ( ( )) | |,, ,H Q

e E
e ex Q x dx m Vtr  (12)

в которой [ ]a  обозначает целую часть числа a ∈�.
Следствие 1. Пусть H Hkir : .{ , }= 0 Q  Тогда в усло-

виях теоремы 3 верна оценка 

 κ κ κ α να
ν

− −
∈

−≤ ∑( ) ( ( )).,H HQ
V

( )+kir  (13)

Если  A A= min  неотрицателен, то найдутся такие 
матрицы C D m m, ∈ ×� ,  что справедливо равенство 

 κ κα− − −( ) = ( (0) ),,
* *H Q CD DM D  (14)

в котором M M(0) = ( 0)−  – предельное значение 
функции Вейля. Так, для звёздного графа при отсут-
ствии конечных рёбер ( = 0)2p  равенство (14) при-
нимает вид 

 κ κ αα− −
∈

−




∑( ) = 0 (0) .,H Q

e E
eM( )  (15)

Замечание 5. ( i)  В доказательстве теоремы 3 
использованы некоторые теоремы вложения из [11, 
глава 2]. В связи с оценками отрицательного спек-
тра отметим работу [8].

(ii) Оценки (12) и (13) являются точными на 
указанном классе потенциальных матриц Q  и по-
следовательностей α α ν= { ( )} ⊂ ×�m m,  однако не 
являются таковыми при индивидуальных Q  и α.  
Например, в силу (15), при некоторых Q  и α  га-
мильтониан Hα,Q  может быть неотрицательным, 
хотя κ α ν−( ( )) = m  при всех ν ∈V.  

5. Звёздный граф и матрица рассеяния. 
Здесь G  – звёздный граф, состоящий из конечного 
числа p1(> 0) бесконечных и p2( 0)≥  конечных рёбер, 
p p p1 2 := .+  Пусть точка 0 соответствует внутренней 

вершине графа. Как и прежде, H Hα α= ,Q  —  гамильто-
ниан вида (8) с потенциальной матрицей вида (3). Мы 
находим здесь матрицу рассеяния { ( , ; )}}S DH Hα λλ ∈ +R  
для пары { , }H Hα D ,  где  HD  — оператор задачи 
Дирихле на G.  

С каждым бесконечным ребром   l Ej ∈ ∞,        
 j p∈{ , ..., },1 1  ассоциируем симметрический опера-
тор Al j

 на области вида (5) при ν = 0.  Индексы 
дефекта оператора Al j

 равны n A ml j± =( ) .  Известно, 

что совокупность Π Γ Γl l
l l

j j

j j: { , , },= H   0 1  где

 
Hj

m l

l
l

j

j

j

f f

f f f A j p

:= , = (0),

= (0), ( ), 1 2

0

1
*

1

C Γ

Γ ′ ∈ ∈   dom { , , ..., }},
  (16)

является граничной тройкой для A l j
∗ .  Соответству-

ющую функцию Вейля обозначим Ml lj j
∈B H( )  (см. 

определения 1, 2 в Приложении А).
С каждым конечным ребром e Ek ∈ fin  ассоции-

руем симметрический оператор Tek
 на области вида 

(5), в котором третье условие вида (6) заменяется 
следующим: 

 f f f k pk(0) = (0) = ( ) = 0, {1,2 , }.2′ ′ ∈ν ,…  (17)

В данном случае νo := 0  и ν νin := ,k  k p∈{1,2 , }.2,…  
Подчеркнём, что оператор Tek

 — расширение мини-
мального оператора Ae j

 вида (6), а его индексы — 

n T mek± ( ) = . Граничную тройку Π Γ Γe e
e e

k k
k k:= { , , }0 1H     

для Tek
*  выберем в виде  

 
He

m e
e

e
e

k
k

k

k
k

f f

f f f T

:= , = (0),

= (0), ( ).

0

1
*

C Γ

Γ ′ ∈dom
 (18)

Соответствующую функцию Вейля обозначим 
Mek k∈B H( ).  

Далее, вводим симметрический оператор на 
графе G  как прямую сумму:

A A T
j

p

l
k

p

ej k
:=

=1 =1

1 2

⊕ ⊕ ⊕












,  

c индексами дефекта n A mp± ( ) = .  Нетрудно видеть, 
что совокупность Π Γ Γ:= { , , }0 1H   ,  в которой

H H H
H

H
:= :=

1 2

:==1

1

1
j

p

j

l
m

e
j

j

j p

j p
⊕

= ∈

−

,
, { , , ..., },

  
           C

CCm j p p, { , ..., },     ∈ +





 1 1
  

Γ Γ Γ
Γ

Γ
0

=1
0
( )

0
( ) 0 1

0

:= :=
1 2

1j

p
j j

l

e

j

j p

j p
⊕

∈
−

,
, { , , ..., },

  
      

    j p p∈ +





 { , ..., },1 1
 (19)

Γ Γ Γ
Γ

Γ
1

=1
1
( )

1
( ) 1 1

1

:= :=
1 2

1j

p
j j

l

e

j

j p

j p
⊕

∈
−

,
, { , , ..., },

  
      

    j p p∈ +





 { , ..., },1 1

является граничной для A*.  Оператор 

 HD A:= ( )*
0� ker Γ  

задаётся формулами  

 H H HD
j

p

D j D j

l
D

e p
DN

A j p

T

j

j

=
1 2

=1

1

1

⊕ =
∈

−
, ,, :

{ , , ..., },
  

       

   jj p p∈ +





 { , ..., },1 1
(20)

где Te
DN
k

 — оператор Штурма—Лиувилля с граничными 
условиями Дирихле в вершине 0 и Неймана – в ви-
сячей вершине νk .  
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Соответствующая функция Вейля M ( )⋅  имеет 
вид  

 

M z M z M z z

M z M z j

p D

j l j

( ) = { ( ), ( )}, ( )

( ) := ( ), {1,2

1diag ..., ,

, ..

∈

∈

ρ H

..,

..., .

p

M z M z j p pj e j

1

1

};

( ) := ( ), { 1, }∈ +

 (21)

Гамильтониан Hα  вида (8) задаётся в граничной 
тройке (19) равенством 

 Hα := ( ), = ,*
1 0

* *A D C CD DC� ker Γ Γ−  (22)

в котором C D mp mp, ∈ ×C  — блочные матрицы с эле-
ментами из Cm m× .  Ненулевые элементы матрицы 
C  расположены на главной диагонали

 diag diagC m m= { 0 , , , },α( ) − −I I…  

где α( )0 ∈ ×Cm m  — матрица из условия (1), а также в 
первом столбце следующего вида ( ( ), ) .α 0 , ,I Im m… Τ                
В матрице D  отлична от нуля лишь первая строка, 
имеющая вид I Im m, , .…( )

Пусть S xj ( , )λ ,  j p∈{1, 2 },1, ...,  — матричное 
решение уравнения 

 A S x z zS x z x l zl j j jj
( , ) = ( , ), , ,( ) ∈ ∈C  (23)

удовлетворяющее начальным условиям: S z m(0, ) =O ,
′S z m(0, ) = ,I  и пусть Ep

p p
1

1 1( )∈ ×C  — матрица, все 
элементы которой являются единицами.

В этих обозначениях основной результат раздела 
даётся следующей теоремой. 

Теорема 4.  Пусть G  — звёздный граф, состо-
ящий из p1(> 0)  бесконечных и p2( 0)≥  конечных 
рёбер, p p p1 2+ =: ,  и Q L m m∈ ×1( ; )G C .  Тогда:

(i) гильбертово пространство L d ac
2( , ; )R+ λ H ,  

 H H Hac
j

p

j
m m

p

m p:= = =
=1 1

1
1⊕ ⊕ ⊕ ⊆⋅C C C…� ����� �����  (24)

задаёт спектральное представление оператора HD
ac;

(ii)  относительно спектрального представления 
L d ac

2( , ; )R+ λ H  матрица рассеяния { ( , ; )}}S DH Hα λλ ∈ +R  

для пары { , }H Hα D  допускает для п.в. λ ∈ +R  пред-
ставление 

S

i
N K E N

D

p

( , ; ) =

2
( ( ) ) ( ( )) ( ) ,1

* 1 1
1 1

1

H Hα λ

λ
λ α λ λ= + − ⊗( ) ⋅− − −IHac

 

(25)
в котором  

 

K M i

N
i i

e

j

p

j
m m

j
m

l j

i t

( ) := ( 0) : , ,

( ) :=
2

1

2

=1

1,

1

λ λ λ

λ
λ λ

λ

∑

∫

+ → ∈

+

+C C R

I
QQ t S t dt

N N

j j

j

p

j ac ac

( ) ( , ) ,

( ) := ( ) : , .1
=1

1,

1

λ

λ λ λ⊕ → ∈ +H H R

 (26)

Стационарная постановка задачи рассеяния на 
квантовом графе впервые рассмотрена Н.И. Гера-
сименко и Б.С. Павловым [3] (см. также [2]). До-
казательство теоремы 4 существенно опирается на 
результаты недавней работы [1].

Приложение А:  Граничные тройки.
Пусть A  – плотно заданный замкнутый симме-

трический оператор в H,

N N Hz z A A z A z= ( ) := ( ) = ( )* *� ran − −ker ,

z ∈ ±C  – его дефектные подпространства, а 
n A A± ±( ) := ( )dimN i  — его индексы дефекта. Пусть 
также n A n A+ − ≤ ∞( ) = ( ) .  

Определение 1. Совокупность Π Γ Γ= { , , }0 1H ,
в которой H  — гильбертово пространство, а Γ0  и 
Γ1  — линейные отображения из dom( )*A  в H,  
называется граничной тройкой оператора A*,  
если:  

(i) справедливо тождество Грина 

 
( , ) ( , ) = ( , ) ( , ) ,

, ( );

* *
1 0 0 1

*

A f g f A g f g f g

f g A

− −

∈

Γ Γ Γ ΓH H

dom (27)

(ii) отображение Γ Γ Γ: { , }0 1f f f�  из dom( )*A  
в H H×  сюръективно. 

Граничная тройка для оператора A*  существует, 
только когда   n A n A+ −( ) = ( ).    В этом случае 
n A± ( ) = dimH  и ker ker ker .( ) = ( ) ( ) = ( )0 1Γ Γ Γ∩ dom A

О п р е д е л е н и е  2  [6]. Пусть Π Γ Γ= { , , }0 1H  – 
граничная тройка для A* . Ф у н к ц и е й  В е й л я , 
соответствующей граничной тройке Π,  называют 
оператор-функцию M ( ),⋅  определяемую равенством 

 Γ Γ1 0 0= ( ) , , ( ).f M z f f z Az z z z∈ ∈N ρ  (28)

Функция Вейля определена корректно и является 
R[ ]H -функцией: Im Imz M z⋅ ( ) > 0 и M z M z( ) = ( )* .
Кроме того, 0 ( ( ( )))∈ρ Im M i  (см. [6]).

Пусть A  — простой симметрический оператор 
в H . Тогда функция Вейля M ( )⋅  определяет пару 
{ , }0A A  однозначно с точностью до унитарной эк-
вивалентности (см. [6]).
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Let G  be a metric, finite, noncompact, and connected graph with finitely many edges and vertices. Assume also that the 
length at least of one of the edges is infinite. The main object of the paper is Hamiltonian Hα  associated in L m2( ; )G C  with 
matrix Sturm-Liouville’s expression and boundary delta-type conditions at each vertex. Assuming that the potential matrix 
is summable and applying technique of boundary triplets and the corresponding Weyl functions we show that the singular 
continuous spectrum of the Hamiltonian Hα  as well as any other self-adjoint realization of the Sturm-Liouville expression 
is empty. We also indicate conditions on the graph ensuring the positive part of the Hamiltonian Hα  to be purely absolutely 
continuous. Under an additional condition on the potential matrix the Bargmann type estimate for the number of the negative 
eigenvalues of the operator Hα  is obtained. Also we find a formula for the scattering matrix of the pair { , }H Hα D  where 
HD  is the operator of the Dirichlet problem on the graph.

Keywords: Quantum graph, absolutely continuous spectrum, singular continuous spectrum, point spectrum, scattering matrix, 
Bargmann type estimate.


