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1 .  П о с т а н о в к а  з а д а ч и .  Известно, что про-

цесс распространения акустических волн в одно-

родной изотропной среде описывается уравнением 

Гельмгольца. Одним из методов решения граничной 

задачи для уравнения Гельмгольца является их при-

ведение к интегральному уравнению. Поскольку 

интегральные уравнения в замкнутом виде решаются 

лишь в очень редких случаях, первостепенное зна-

чение приобретает разработка приближённых ме-

тодов решения интегральных уравнений с соответ-

ствующим теоретическим обоснованием.
1

Пусть  3D  – ограниченная область с грани-

цей S , где   – класс поверхностей Ляпунова 

с показателем   0 1 . Напомним, что краевая 

задача для уравнения Гельмгольца с импедансным 

условием заключается в следующем: найти дважды 

непрерывно-дифференцируемую на 3
\ D  и непре-

рывную на S функцию u, обладающую нормальной 

производной в смысле равномерной сходимости, 

удовлетворяющую уравнению Гельмгольца 

  2
0u k u  в 3

\ D , условию излучения Зоммер-

фельда на бесконечности и граничному условию 

 
 
       


 


u x

f x u x g x
xn

 на S,

где k – волновое число,  0Im k , n(x) – единичная 

внешняя нормаль в точке  ,x S  а f и g – заданные 

непрерывные функции на S,  0Im( ( ))k f x , x S .
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Отметим, что, разыскивая решение внешней 

краевой задачи для уравнения Гельмгольца с им-

педансным условием в виде комбинации потен-

циалов простого и двойного слоёв, исходная задача 

приводится к гиперсингулярному интегральному 

уравнению, зависящему от нормальной производ-

ной акустического потенциала двойного слоя 

(см. [1, с. 111]). Следует указать, что в работах [2, 3] 

приведено обоснование метода коллокации для ги-

персингулярных интегральных уравнений. Однако 

в этих работах процесс нахождения обратных матриц 

существенно усложняет вычисление коэффициентов 

системы алгебраических уравнений. Исходя из этих 

соображений исследование приближённого решения 

внешней краевой задачи для уравнения Гельмгольца 

с импедансным условием методом слабо сингуляр-

ных интегральных уравнений является более пред-

почтительным. 

 Пусть  ( , )v x  акустический потенциал прос-

того слоя,  ( , )w x  акустический потенциал двой-

ного слоя, а  0 ( , )v x  потенциал простого слоя для 

уравнения Лапласа, т.е.

    ( , ) ( , ) ( )k y

S

v x x y y dS , 
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yn
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      0 0 0( , ) ( , ) | ( , ) ( )k y

S

v x v x x y y dS ,

где 
4



 
 

( , )

i k x y

k

e
x y

x y
 есть фундамен тальное ре-

шение уравнения Гельмгольца. В работе [4] пока-

зано, что функция

     0( ) ( , ) ( , )u x v x i w x v ,  3
\x D , 

ДОКЛАДЫ АКАДЕМИИ НАУК, 2019, том 488, № 3, с. 233–236

МАТЕМАТИКА  



(где  – действительное число, причём если Im k > 0, 

то  = 0, а если Im k = 0, то   0) является решением 

краевой задачи для уравнения Гельмгольца с импе-

дансным условием, если плотность  C S  (через 

C(S) обозначено пространство непрерывных 

функций на S с нормой 

  
 max ( )

x S
f f x ) 

является решением однозначно разрешимого интег-

рального уравнения

      A , (1) 
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Известно, что (см. [1, с. 52]) операторы L, K, F, G 

и T ограниченно действуют из C(S) в H(S ), где 

H(S ) – пространство функций, определённых на 

поверхности S и удовлетворяющих условию Гёльдера 

с показателем 

  
        

если 0 1

0 1 если 1

, ( , ),

, .
 (2)

Отметим, что есть целый ряд работ (см. [5–8]), 

в которых исследованы приближённые решения 

интегральных уравнений различных краевых задач 

для уравнения Гельмгольца. В настоящей работе 

изучено приближённое решение краевой задачи для 

уравнения Гельмгольца с импедансным условием 

методом интегральных уравнений (1).

2 .  О с н о в н ы е  р е з у л ьт а т ы .  Разобьём S на 

элементарные области 


 
1

N

l

l

S S :

1) для    1 2, ,...,l N  область Sl замкнута и мно-

жество 
0

lS  её внутренних относительно S точек не 

пусто, причём 
0

mes mesl lS S  и 
0 0

l jS S f  при 

 1 2{ , , ... },j N j l ;

2) для    1 2, ,...,l N  область Sl  представляет 

собой связный кусок поверхности S с непрерывной 

границей;

3) для   1 2{ , , ..., }l N  существует так называемая 

опорная точка l lx S  такая, что:

а) ( ) ~ ( )l lr N R N  

( 1 2  ( ) ~ ( ) ( )/ ( )l l l lr N R N C r N R N C  , 

C1 и C2 – положительные постоянные, не зависящие 

от N), где 


 ( ) min
l

l l
x S

r N x x  и 


 ( ) max ;
l

l l
x S

R N x x  

б)  2( ) /lR N d , где d – радиус стандартной сферы 

(см. [9, с. 400]);

в) для    1 2, , ...,j N  ( ) ~ ( )j lr N r N .

Очевидно, что ( ) ~ ( )r N R N  и 


 0lim ( )
N

R N , где 

1


,...,
( ) max ( )l

Nl
R N R N , 

1


,...,
( ) min ( )l

Nl
r N r N .

Такое разбиение, как и разбиение единичной 

сферы на элементарные части, ранее было приведено 

в [10].

Пусть 
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Для непрерывной на S функции (x) введём 

 модуль непрерывности вида 

 (, ) 
 


      0

,

max ( ) ( ) ,
x y
x y S

x y . 

В работе [11] построена кубатурная формула для 

интегралов (L)(x) и (K)(x), а в работе [12] по-

строена кубатурная формула для интегралов (F)(x), 

(G)(x) и (T)(x). Учитывая эти результаты, можно 

доказать следующую теорему. 

Те о р е м а  1 .  Выражение 

  


  
1

( )( ) ( )
N

N
l l j j

j

A x a x  (3)

в точках 1 2, , ,...lx l N , является кубатурной фор-

мулой для ( )( )A x , причём справедлива следующая 

оценка:

     
1




   

    

,...,
max ( )( ) ( ) ( )

( ) ln ( ) , ( ) .

N
l l

Nl
A x A x

M R N R N R N

Здесь и далее через M обозначены положительные 

постоянные, разные в различных неравенствах.

Для N Nz  (здесь через N
 обозначено про-

странство N-мерных векторов zN
 = (z1

N
, z2

N
, ..., zN

N
), 

1 2 , , ,...,
N
lz l N , с нормой 

1


,...,
max

N N
l

Nl
z z ) 

положим  1 2( , , ..., )
N N N N N N N N

NA z A z A z A z , где 

 
1

1 2


  , , ,...,
N

N N N
l l j j

j

A z a z l N.

Используя кубатурную формулу (3), граничное 

интегральное уравнение (1) заменяем системой ал-

гебраических уравнений относительно zl – прибли-

жённых значений ( )lx , 1 2 , ,...,l N , которую за-

пишем в виде

    ,
N N N Nz A z  (4)

где 1 2     ( , ,..., ),
N N

Np   ( ),l lx  l =1, 2, .., N, 

pN
 – оператор простого сноса, ограниченно действу-

ющий из C(S) в N
, и  :

N N NA  – линейный 

ограниченный оператор. 

Те о р е м а  2 .  Уравнения (1) и (4) имеют единст-

венные решения  * ( )C S  и 
*

N Nz , соответственно, 

и    0
* *

N Nz p  при N  с оценкой скорости 

сходимости 

      
* *

[ ( , ( )) ( , ( )) ( ( )) ],
N Nz p M f R N g R N R N

где число  определяется из (2). 

Кратко наметим доказательство теоремы 2. 

В  работе [4] доказано, что Ker (I + A) = {0}, где I – 

единичный оператор на C(S ). Тогда, применяя тео-

рему Г.М. Вайникко о сходимости для линейных 

операторных уравнений (см. [13, с. 14]), получаем, 

что уравнения (1) и (4) имеют единственные реше-

ния   
*

( )C S  и 
*

N Nz , соответственно, причём

      1 2* *

N N
N Nc z p c ,

где

1
1 2

1
0

    


, sup ( ) ,
sup

N N

N N
N

N

c c I A
I A

 
1

    
* *

,...,
max ( ) ( )( )

N N
N l l

Nl
A p A x .

В силу оценки погрешности кубатурной фор-

мулы (3) получаем, что 

  
     * *

( ( )) ln ( ) ( , ( ))N M R N R N R N .

Так как   1   
*

,I A  то 

   1
      * I A M g .

Кроме того, учитывая, что

               * *, ,A R N M f R N R N ,

имеем 

 

     
     

 

         
     



**

*

, ( ) , ( ) , ( )

, ( ) [ , ( ) , ( )

( ) ].

R N A R N R N

A R N M g R N f R N

R N

В результате из выше полученных оценок нахо-

дим, что 

           [ , ( ) , ( ) ( ) ].N M f R N g R N R N

Из теоремы 2 непосредственно вытекает

 Те о р е м а  3 .  Пусть  1 2
* * *

*
( , , ..., )

N T
Nz z z z  явля-

ется решением системы алгебраических уравнений (4) 

и 3
0 \x D . Тогда последовательность
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сходится к решению u(x) краевой задачи для уравнения 

Гельмгольца с импедансным условием в точке x0, причём

 
0 0



   

  

( ) ( ) [ ( , ( ))

( , ( )) ( ( )) ],

Nu x u x M f R N

g R N R N

где число  определяется из (2). 
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ON THE APPROXIMATE SOLUTION OF THE BOUNDARY VALUE PROBLEM 

FOR THE HELMHOLTZ EQUATION WITH IMPEDANCE CONDITION
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In this work, we present a justification of collocation method for integral equation of the impedance boundary 
value problem for the Helmholtz equation. We also build a sequence which converges to the exact solution of our 
problem and we obtain an error estimate.

Keywords: Helmholtz equation, impedance boundary value problem, collocation method, cubature formula, 
surface integral.
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